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摘  要 

 

随着 3D 扫描技术的发展，三维网格模型正逐渐成为继声音、图像和视频之后的第

四种多媒体数据类型。这种媒体在互联网、娱乐和制造等其它工业的日益广泛应用对数

字几何处理算法提出了很高的要求。近十年来，研究者们提出了很多处理网格模型的算

法，如去噪声、光顺造型、编辑、几何压缩、网格简化和表面纹理合成，来满足各种各

样的应用需求。 尽管这些算法很好地满足某种特定需求, 我们仍然缺乏一种统一的，理

论上完备的方法来解决所有这些问题。而在数字图像处理领域, Fourier 分析和快速

Fourier 变换则成为大多数数字图像处理应用的基础，它们能使各种应用在时间域和频率

域之间自由切换。 

 

数字几何处理存在两大挑战：首先，不象传统媒体是定义在平坦几何上函数的规则

采样， 3D 网格模型表面通常是任意弯曲、复杂并缺乏连续自然的参数化，因此无法直

接采用 Fourier 分析；其次，网格模型通常包括顶点位置坐标、法向量、颜色、纹理坐

标和 BRDF 等多种属性，这些属性都必须以一种统一的方式处理。尽管近年来数字几何

处理研究取得很大的进展，基于子分网格和松弛算子的算法也取得了一些较好结果，数

字几何处理仍然是计算机图形学领域的一个公开问题。本文的研究目标就是要为几何信

号处理算法建立一个统一的，高效的框架。 

 

本文提出了一个强壮的，能处理任意网格的几何信号处理框架。在该框架下，网格

的所有属性都被当作定义在其表面上的几何信号。通过全局球面参数化算法，原始几何

信号被转换为球面信号，该球面信号被自适应采样为具有和原始球面信号相同频谱的球

面信号。然后，球面调和分析和快速球面调和变换被用来分析这些球面信号。这样，传

统欧氏空间中的信号处理技术都可以被推广到定义在任意网格表面上的几何信号，很多

数字几何信号处理应用都可以容易地在本文框架下实现。 

 

总体上说，本文贡献如下： 

 通过结合局部参数化和累进网格技术，我们提出了一种快速、强壮的全局球面

参数化算法。该算法运行一遍就能为累进网格表示中任意层次的网格模型生成

球面参数化网格。 

 球面调和分析和快速球面调和变换被用来分析、合成球面几何信号。 

 通过分析参数化对几何信号频谱的影响，我们得到了频谱能量迁移论断，并设

计了一种自适应采样算法来解决非均匀参数化带来的能量迁移问题。 
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 本文还实现了包括几何信号滤波、细节和纹理传输、多分辨率编辑和网格变形

在内的多个数字几何处理应用，并给出了大量的实验结果。 

 通过把球面参数化算法和自适应采样算法扩展到平面，我们可以采用传统图像

压缩技术来压缩几何信号。 

 

在介绍数字几何处理的一些背景知识和研究现状后，本文第二章概述了我们的数字

几何处理框架；第三章和第四章详细介绍了本文框架中的两个核心技术：累进的全局球

面参数化算法和保频谱的自适应采样算法；第五章介绍在本文框架下实现的一些几何信

号处理应用，包括滤波和增强、细节和纹理传输、多分辨率编辑以及三维变形。第六章

介绍了基于平面参数化的几何信号压缩算法；最后我们总结全文，并讨论一些将来的研

究方向。 

 

关键字：图形学、信号处理、数字几何处理、网格、参数化、多分辨率分析、调和分析、

多细节层次、滤波、多分辨率编辑、网格变形、几何压缩。 
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Abstract 

 

Benefited from the development of 3D scanning techniques, 3D mesh models are recently 

becoming a new type of medium after sound, images and video. Increasing use of this 

medium in Internet, entertainment and manufacturing industries, as well as many other areas, 

has raised great needs for digital processing algorithms. In the last decade, many algorithms 

such as denoising, smoothing, editing, geometric compression, simplification, morphing and 

texture synthesis were proposed to meet various application requirements. Although these 

algorithms work well for their specific purposes, it still lacks a unified, theoretically sound 

way to address all these problems. In contrast, the Fourier analysis and fast Fourier transforms, 

which make us move back and forth between the spatial domain and frequency domain, 

become the foundation of most image processing algorithms. 

 

Two challenges exist for digital geometry processing. First, unlike traditional media with 

functions or regularly sampled signals defined on flat geometry, meshed surfaces are usually 

curved, irregular and lack continuous parameterizations, hence not ready to admit Fourier 

analysis. Second, meshes are normally associated with many attributes including position 

coordinates, normal, color, texture coordinates and BRDF etc., which should be processed in a 

unified way. Although researchers have made promising progresses recently and the 

algorithms based on subdivision meshes and relaxation operators can achieve some good 

results, digital geometry processing still remains an open problem in computer graphics 

community. Our goal is to establish a unified and efficient framework for geometric signal 

processing algorithms. 

 

In this dissertation, we present a novel framework for processing signals over arbitrary 

meshes. Within this framework, all attributes of meshes are regarded as geometric signals 

defined on their surfaces. We transform the original geometric signals into spherical signals 

with the same spectra by adopting a global spherical parameterization and an adaptive 

sampling scheme. The spherical harmonic analysis and spherical harmonic transforms, the 

powerful analysis tools for directional data, are used to process spherical signals. In this way, 

traditional signal processing techniques in Euclidean setting can be extended to geometric 

signals defined over arbitrary mesh surfaces, many applications can be easily implemented 

under our framework. 

Specifically, we make the following contributions: 

 By incorporating local parameterization into the progressive mesh representation, we 

provide a robust and fast global spherical parameterization algorithm for arbitrary 

2-manifold meshes. The algorithm generates a spherical parameterization for each 

level mesh of the PM after a single run. 

 The spherical harmonic analysis and fast spherical harmonic transforms are introduced 
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to analyze and synthesize spherical geometric signals. 

 By analyzing how parameterizations affect the spectra of signals, we reach the 

energy-shifting affirmation, and design an efficient adaptive sampling scheme to tackle 

the energy-shifting problem caused by non-uniform parameterizations. 

 We show how to implement several applications under our framework, including 

filtering, detail and texture transfer, multi-resolution editing and mesh morphing, and 

we demonstrate a lot of experimental results. 

 By generalizing our spherical parameterization algorithm and adaptive sampling 

scheme to the planar case, we can adopt image compression algorithms to compress 

geometric signals. 

 

 After introducing some backgrounds and the state of art of digital geometry processing, we 

overview the framework in Chapter 2; Chapter 3 and Chapter 4 describe the two key 

components of our framework: progressive spherical parameterization algorithm and adaptive 

sampling scheme; In Chapter 5, we describe several applications implemented under our 

framework, including filtering and enhancement, detail and texture transfer, multi-resolution 

editing and mesh morphing. Chapter 6 introduces our geometric signal compression algorithm 

based on planar parameterization. Finally, we conclude this dissertation and discuss some 

directions for future work. 

 

Keywords: Graphics, Signal Processing, Digital Geometry Processing, Mesh, 

Parameterization, Multi-resolution Analysis, Harmonic Analysis, Levels of Detail, filtering, 

Multi-resolution Editing, Mesh Morphing, Geometry Compression. 
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第一章 绪论 

 

三维几何作为一种新的数据媒体近 10 年来在工业界得到了广泛应用，这一趋势推

动了学术界对数字几何处理（DGP：Digital Geometry Processing）的研究。顾名思义，

数字几何处理即用计算机对三维几何数据进行处理，这门从 90 年代中后期发展起来的

学科属于计算机图形学和数字信号处理的交叉学科。尽管近几年这一方向的研究取得了

激动人心的进展，但与大家熟悉的数字图像处理和数处理等处理传统媒体的学科相比，

数字几何处理还显得非常年轻。前者如数字图像处理已经发展得相当成熟，Fourier 分析

和 FFT 构成了大多数图像处理应用的基础；而现有的数字几何处理研究成果还无法为大

多数几何处理应用提供一个统一的、理论上完备的框架，还无法满足工业界日益增长的

需求。正如一些学者指出的那样，数字几何处理还是计算机图形学研究领域的一个公开

问题。 

本文对数字几何处理进行了深入研究，提出了一个统一的数字几何处理框架。该框

架以坚实的理论基础回答了上述公开问题，大量在该框架下实现的数字几何处理应用说

明了框架的强壮性、实用性和通用性。 

 

1.1 走进数字化时代的三维几何 

上个世纪 70 年代以来，多媒体数据已经经历了 3 次革新：声音、图像和视频。从

90 年代中后期开始，我们又迎来了第 4 种数字化媒体—三维几何模型。 

 

 

图 1.1 走进数字化时代的三维几何［Sweldens2001］ 
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每一次多媒体数据革新都是由不断增长的数据获取能力、计算机运算能力、存储能

力和传输带宽的引发的。如图 1.1 所示，跟随着多媒体技术的发展历程，我们可以看到

70 年代数字声音，80 年代数字图像和 90 年代数字视频的出现和普及应用。每种新的多

媒体数据都需要新的处理工具来支持，这就引发了大量关于数字信号处理的研究的出

现。对每一种媒体的研究都产生了一门新的学科，如对研究图像的数字图像处理信号和

研究视频的数字视频处理。比较典型的信号处理应用包括：去噪声、压缩、传输、增强、

检测、分析以及编辑等等。 

 

 

尽管几何造型技术已经发展了多年，但手工制造几何模型的繁琐过程大大阻碍了三

维几何模型的应用。近几年来，得益于各种低档和高档三维扫描仪提供的三维几何获取

能力的大大发展，把现实世界中的物体数字化成三维几何模型已经不再困难。最著名的

例子是 Stanford 大学的 Digital Michelangelo Project［Levoy2000］（图 1.2），该项目通过

一整套三维扫描硬件和三维重建软件系统完成了一些大型雕塑的数字化过程，生成的最

复杂的模型三维模型包括 20 亿个多边形和 7000 幅彩色图像！另外，计算机运算能力和

存储能力的大大提高以及各种图形加速卡出现使得在个人计算机上处理三维几何数据

变得很容易。这些因素再加上 Internet 的飞速发展使得我们有理由相信三维几何将继声

音、图像和视频之后掀起新一轮的多媒体数据革新高潮。事实上，这几年三维几何在影

视工业、游戏工业和制造工业的广泛的使用已经验证了这一点。相应于三维几何数据的

广泛应用，一门处理几何数据的学科—数字几何处理—也应运而生。相对于前三种多媒

体数据，数字几何处理具有更多的难点和更大的挑战性。 

 

1.2 三维几何数据表示 

在计算机图形学中，三维几何模型通常包含两部分内容：一部分是几何模型的形状，

另一部分是几何模型的外观属性。 

 

 

图 1.2 三维几何模型的获取能力飞速发展 
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描述物体形状的方法有很多种，如体素表示法（Voxel）、CSG 树表示法以及边界表

示法等等。其中边界表示法又有隐函数曲面、参数曲面、细分曲面、多边形网格（Mesh）

和点几何表示等。从三维计算机图形学发展的初期开始，多边形网格就是最通用的表示

物体形状的方法。多边形网格模型具有以下优点：1）多边形形状简单，便于计算和处

理；2）多边形可以任意精度逼近一曲面物体，并可以表示拓扑非常复杂的物体；3）只

需存储各多边形顶点的位置坐标及属性即可表示物体的几何信息，在计算多边形内任一

可见点的光亮度时，所需的信息可由顶点的信息插值得到，这使得对多边形网格的绘制

可采用硬件加速技术来实现。多边形网格模型可以由各种商用动画软件如 Alias，

Wavefront，Softimage，Maya 和 3DMAX 生成，或者通过三维激光扫描仪在物体表面测

得一系列离散点后由表面重构算法生成，或者由曲面模型离散得到。图 1.3 给出了几个

多边形网格模型的例子。本文的研究对象就是多边形网格模型。因为任意多边形可以很

方便地被剖分为三角形，我们只处理三角形网格模型。 

 

 

 

几何模型的外观描述了物体表上入射光线和出射光线之间的相互作用关系，是物体

本身固有的一种物理性质。在计算机中，我们通常用一些容易被理解的属性来描述，如

顶点颜色（Color）、光泽度（Shininess）和透明度（Transparency）等等。对于真实世界

中表面细节极其丰富的物体，人们还研究了多种复杂的外观表示方法，如双向反射函数

（BRDF：Bi-directional Reflection Distribution Function）、纹理映射（Texture Mapping）、

凹凸纹理映射（Bump Texture Mapping）和双向纹理函数（BTF：Bi-directional Texture 

Function）等。图 1.4 给出了一些带有颜色属性的三角形网格模型。 

 

 

 
 

图 1.3 多边形网格模型 

 
 

图 1.4 带有颜色属性的三角形网格模型 
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1.3 数字几何处理的研究范畴和应用领域 

广义的数字几何处理包括三维几何数据的获取和处理两部分。获取是指为真实世界

中的物体生成三维几何模型。最常用的获取技术是通过三维激光扫描仪在物体表面测得

一些离散点，然后用散乱点重构算法生成网格模型［Amenta1998，Hoppe1992，

Hoppe1993，Hoppe1994］。另外也有些算法能从物体的多幅深度图像中重建三维几何模

型［Curless1996］。 

与数字图像处理类似，三维几何数据处理由理论框架和应用两部分组成。理论框架

研究的目标是试图把经典信号处理领域的线性系统理论推广到三维几何信号处理，为三

维几何信号建立类似于图像处理中的 Fourier 变化、小波变换等正交分析工具，理论框

架构成了应用的基础；数字几何处理应用则涵盖了所有涉及到几何数据的应用，包括去

噪声、存储和传输、版权保护、编辑、变形和动画等等。图 1.5 显示了一个人头模型的

低通滤波过程。 

 

随着三维几何模型在工业界的广泛应用，DGP 的应用领域也越来越广。最为人们所

熟知的是影视行业。为了带给观众在真实世界中无法体验了视觉感受，大量的三维动画

技术被应用到影视制作中，例如《终结者》中终结者由人化为一滩金属液体，又从液体

渐变成人形。图 1.6 显示了马模型变形为兔子模型的过程。在制造工业中，我们还通常

需要对输入的三维数据去噪声和进行编辑。DGP的其他应用领域还包括游戏工业、CAD、

电子商务和制造工业等等。 

 

 

 

图 1.5 一个人头模型的低通滤波过程 
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1.4 数字几何处理的困难和挑战 

众所周知，传统的三种数字多媒体数据都是定义在平坦欧氏空间中的信号。声音是

时间的一维函数，图像是定义在二维平面上的函数，视频是定义在二维平面和时间轴上

的三维函数。这使得经典的 Fourier 分析可以被用来把这些信号分解到频率域。另外由

于这些媒体都是规则采样的，即在其定义域内的采样间隔是一致的，快速 Fourier 变换

（FFT）可以适用于这些数据。Fourier 分析和快速 Fourier 变换（FFT）以及其他正交分

析工具构成了大多数传统多媒体数据处理应用的基础。 

 

数字几何处理的主要困难在于 3D 网格模型表面通常是任意弯曲、复杂和缺乏连续

参数化的，并且定义在模型表面各种属性（包括顶点位置坐标、法向量和颜色等）都是

非规则采样的。这使得经典的正交分析工具无法被直接用来处理 3D 几何信号。如何把

传统欧氏几何空间中的信号处理技术推广到 3D 几何是 DGP 的最大挑战，也是计算机图

形领域的一个公开问题。 

 

1.5 数字几何处理的研究现状 

由于三维几何数据的获取技术已经发展得比较成熟，本文只研究狭义的 DGP 技术，

即几何信号处理。一般来说，现有的 DGP 算法可以分为三大类：（1）基于子分网格

（Subdivision Meshes，也被称为半规整网 Semi-regular Meshes）的方法；（2）基于松弛

算子（Relaxation Operator）的方法；（3）几何图像（Geometry Image）的方法。基于子

分网格方法的理论基础是子分小波（Subdivision Wavelets），也是目前最为成功的 DGP

框架，很多 DGP 应用（特别是几何数据压缩）在这个框架可以很高效率地实现。但这

种方法的连续性很难证明，并且不能处理几何信号的某些低频分量。基于松弛算子的方

法可以在推广到三维网格的离散 Fourier 变换（DFT）中找到的理论基础。尽管三维网

格的 DFT 理论上是完备的，但由于直接计算 DFT 的时间代价太高，这种方法无法支持

大多数 Fourier 频率域内的应用，一般只能用来做网格光顺造型。几何图像通过把任意

 

图 1.6 马变形为兔子［Lee1999］ 
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网格参数化到平面上生成能存储模型各种属性的图像，这种方法很好地了解决网格模型

的绘制和压缩，但能否支持其它应用还有待进一步的研究。 

 

1.5.1 基于子分网格的 DGP 算法 

子分网格的大多数顶点的入度（即邻接顶点的个数）都为 6，通常是由一个基网格

进行若干次 1-4 子分操作生成的。图 1.7 给出了 1-4 子分操作示意图，每个三角形被分

成 4 个小三角形。研究者们发现通过这种子分操作可以构造小波基函数，从而对任意流

形网格进行小波变化和小波分析。由于一般网格的拓扑连接是非规整的，这种方法需要

先构造具有子分连接的网格模型来逼近原始网格模型，这个过程被称为重采样网格

（Remeshing）。下面我们先介绍如何通过子分过程构造小波变换，然后介绍重采样网格

算法，最后介绍基于这种方法的一些 DGP 应用。 

 

 

1.5.1.1 任意拓扑子分网格的小波分析 

 

在图像压缩中普遍使用的二维小波通常是从单变量小波的张量内积构造出来的

[Daubechies 92]，由于张量内积小波构造方法要求函数是定义二维平面或二维平面的周

期表示（如圆柱面或圆环面）上，因此这种方法不适用于一般的流形表面。其它的不是

使用张量内积构造出来的小波也不能适用于定义在一般模型表面的函数。在把小波分析

推广到任意拓扑表面上的研究中，最有代表性的有 Lounsbery 提出的子分小波

［Lounsbery1993］和 Schröder 等人提出的球面小波（Spherical Wavelets）［Schröder95］。 

 

Lounsbery 最先提出了一类基于子分曲面的小波。这种子分小波是从标准多分辨率

分析扩展出来的。与经典的在规则域上伸缩和平移构造出来的小波不一样，这类小波基

于逐步精化的伸缩函数。Lounsbery 还给出了基于这种小波分析算法的一些应用，包括

绘制过程中的连续多细节层次控制、几何模型的压缩以及动画过程的预浏览。 

 

多分辨率分析的基本思想是把一个复杂的函数分解为一个简单的低分辨率部分加

  

1-4 子分 1-4 子分 

 

图 1.7 子分操作和子分连接网格［Eck1995］ 
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上一些被称为小波系数的细节。对于大部分在实践上遇到的函数来说，这些小波系数有

很大一部分都很小，这意味着我们可以只用一部分最大的小波系数来很好地逼近原函

数。图 1.8 给出了一个三维人头模型的小波分解过程。图 1.8(a)所示多面体的低分辨率

部分显示在图 1.8(b)中，图 1.8(b)中的顶点都是由图 1.8(a)中的顶点加权平均计算出来的。

这种加权平均本质上实现了一个低通滤波器 A。细节部分对应于图 1.8(a)中顶点的加权

差值，被称为小波系数。这个加权求差构成了一个高通滤波器 B。这个分析过程可以继

续下去，最后原始多面体可以表示为最粗层次的表示（图 1.8(c)）加上所有层次的细节。

合成是分析的逆过程，从最粗层次多面体开始，通过为引入每条边的中点把每个三角形

细化为 4 个三角形（细化滤波器 P），然后根据小波系数扰动所有的顶点（扰动滤波器 Q）。

所以对任意子分曲面做多分辨率分析的关键是在满足下面三个条件的基础上构造上述 4

个滤波器：（1）低分辨率模型是原始模型的较好逼近；（2）小波系数值的大小能反映系

数所对应误差的大小；（3）分析和合成滤波器的时间复杂度与顶点数目是线性关系。 

 

多分辨率分析的两个关键成分是线性函数构成的嵌套向量空间和内积运算。设基网

格为 0K ， jK 为对 0K 执行 j 次 1-4 子分操作得到的子分网格， jV 为定义在 jK 上的所有

分段线性函数构成的向量空间。显然 ,, 10 VV 构成了一个嵌套空间，即  10 VV 。

Lounsbery 采用标准的内积定义： 





0

)()(,

Kx

dxxgxfgf  

 

这个内积运算可以被用来定义下面正交的小波空间： 

}  0, |{ 1 jjj VggfVfW    

 

显然，如果用 jV 中的函数来逼近 1jV 中的函数， jW 可以捕捉到丢失的细节。 

 
jV 中的基函数 j 被称为伸缩函数（Scaling Functions）。在子分分段线性函数的情况

下，最简单的伸缩函数是定义在 jK 上的“帽子”函数（Hat Functions）。在顶点 jj

i Kx 

处的帽子函数 j

i 是一个分段线性函数，它在 j

ix 处的值为 1，从 j

ix 开始向 j

ix 的邻接顶点

平滑地过渡到 0，并且它在其它顶点处的值为 0。小波就是小波空间 jW 的基函数 )(xj

i ，
jV 的小波基由 0V 的基和其它小波空间 10 ,, jWW  中的基构成。定义在 JK 上的分段线

 

图 1.8  Lounsbery 子分小波 
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性函数 )(xf J 可以分解为： 

,      ,)()()()(
1

0

00 J
J

j i

j

i

j

i

i

ii

i

J

i

J

i

J Kxxwxvxvxf  




  

 

其中 j

iv 表示 jK 中顶点处的函数值， j

iw 表示小波系数。 

 

Lounsbery 在论文中还给出了一个滤波器仓库分析算法，用它来在帽子函数展开和

小波基展开之间做转换。滤波器仓库合成算法能从函数多分辨率表示重构出原始函数。 

 

受 Lounsbery 工作的启发，Schröder 和 Sweldens 提出了在球面上构造具有定制性质

的二进正交小波的算法。他们使用提升技术（Lifting Scheme）构造了两类球面小波，一

类是基于伸缩函数插值，一类是基于扩展的 Haar 小波。正如作者所指出的那样，这种

小波构造方法可以很方便地拓展到任意流形网格表面，当然也要求网格具有子分连接

性。与 Lounsbery 的线性小波（简称为 LDW）是伪正交的相比，球面小波是正交的，

并且可以根据应用需求定制某些属性，所以这种小波被称为第二代小波，而 LDW 属于

第一代小波。从实验结果来看，球面小波构造方法的时间和空间效率都要高于 LDW。

而且从数据压缩应用来看，球面小波具有更高的压缩效率。因此，目前基于半规整网格

的 DGP 算法都采用第二代小波作为信号分析工具。 

 

1.5.1.2 重采样网格算法 

 

由于从三维重建算法和各种造型软件得到的三角形网格模型通常不具备子分连接

性，因此上小节介绍的小波分析算法无法直接应用到这些网格模型。这个问题在很长时

间内阻碍了小波分析算法的应用。尽管 Eck 等人［Eck1995］1995 年就提出了一个重采

样网格算法来克服这个困难（重采样算法的目的是构造一系列具有子分连接性的网格模

型，这些网格可以以任意小的误差逼近原网格模型），由于时间复杂度太高，这种算法

 (a) (b) (c) 

 
 (d) (e) (f) 

 

图 1.9  Eck 的重采样网格算法 
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没有得到广泛应用。直到 1998 年，Lee 等人提出的 MAPS［Lee1998］算法很好地解决

了这一困难，这才使得的基于子分网格的 DGP 框架得到广泛应用。 

 

重采样算法的关键是把原始网格模型参数化到某个基网格上。为了保证重采样网格

的质量，参数化要尽可能光滑。Eck 的参数化算法采用分片技术（Partition）和调和映射

技术（Harmonic Map）。如图 1.9 所示，该重采样算法由 3 步构成：（1）分片；输入网

格的所有三角形被分成一组类似于 Voronoi 的片（图 1.9(b)），这个 Voronoi 图的对偶图

构成了输入网格的一个类似 Delaunay 的初始剖分，输入网格就被剖分成一组三角形区

域（图 1.9(c)），所有三角区域对应的三角形构成了原始网格模型的基网格（图 1.9(e)，

即参数域）。（2）参数化；在保持边界的约束下，使用调和映射把每个三角形区域内的

所有顶点嵌入对应的三角形内部，生成初始参数化。通过在参数域内拉直相邻两个三角

形区域的公共边得到改善的 Delaunay 剖分（图 1.9(d)）和相应的参数化。（3）重采样；

对基网格实施 1-4 子分操作，并用参数化的逆映射把新生成的顶点映射到原始网格模型

表面得到具有子分连接性的网格（图 1.9(f)）。执行子分操作的次数可以由用户指定的误

差精度控制。这个算法最大的缺点是分片算法的不稳定以及分片和调和映射的时间代价

比较高。 

 

MAPS 采用分层简化和局部保角映射（Conformal Map）技术来构造一个初始参数

化，然后通过在参数化域内实施 Loop 子分操作来提高参数化的光滑程度。另外，MAPS

还支持自动的和用户指定的约束操作，通过对顶点和边加约束可以强制对齐对应某些特

征的等值参数线。该算法包括以下 4 部分：（1）层次简化；循环删除当前简化网格的最

大独立点集，重新三角化由此生成的空洞得到新的简化网格，直到当前简化网格的三角

形数目达到用户需求。（2）初始参数化；通过局部保角映射把新被删除的顶点参数化到

当前简化网格表面上，前面被删除的顶点也相应地被参数化到当前简化网格表面。当层

次简化过程结束时，所有被删除的顶点都被参数化到基网格表面上。（3）重采样；通过

用 Loop 子分的方法调整参数域内新引入顶点的位置能提高参数化的光滑性。另外作者

 

图 1.10  MAPS 重采样算法 
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还给出了一个自适应采样算法，能以较少的三角形数目保持原始模型细节。图 1.10 给出

了 MAPS 算法的示意图。与 Eck 的算法相比，MAPS 更稳定，而且时空效率更高。后来

Guskov 等人在构造法向网格（Normal Meshes）的过程中综合了 Eck 算法和 MAPS 的优

点，提出了一种能生成更光滑参数化的算法［Guskov2000］。 

 

与 Eck［Eck1995］和 MAPS 通过循环执行子分操作直到用户指定的采样精度被满

足为止不同，最近 Allize 等人提出了一个交互式的网格重采样算法［Allize2002］。他们

解决的问题是：在给定采样率下（例如一定数目的采样点），如何最优地分布这些采样

点使得采样误差最小。更进一步的问题是如何提供一种可供用户交互式控制采样点分布

的手段。如图 1.11 所示，该算法首先采用 Guskov 的算法［Guskov2000］为原始网格生

成基网格域上的参数化表示，然后在参数域上分析得到一些二维特征图（例如面积图和

曲率图）；这些特征图加上用户给出的一些控制图可以组合生成一个采样控制图，传统

数字图像处理中的半色调（Halftoning）技术被用来根据这个采样控制图最优地分布给

定数目的采样点；对分布好的采样点执行带约束的 Delaunay 三角化和快速优化后就可

以生成重采样网格。作者还采用 OpenGL 缓存来加速算法的各个环节，这使得用户可以

实时设计和浏览算法生成的网格。尽管这个算法生成的网格的顶点具有较均匀的入度分

布，它最大的不足是无法保证生成的重采样网格具有子分连接性。 

 

1.5.1.3 应用 

 

目前已经实现的基于子分网格技术的典型 DGP 应用包括多分辨率编辑

［Zorin1997］、几何压缩［Khodakovsky2000］和网格变形［Lee1999］等。另外，为了

支持涉及多个几何模型的 DGP 应用，Praun 等人［Praun2001］把一组模型参数化到同

一个参数域上，提出了一致网格参数化的概念（Consistent Mesh Parameterization） 

 

Zorin 等人结合子分技术和我们后面将要介绍的光顺造型技术［Taubin1995a］实现

了一个交互式多分辨率编辑系统［Zorin1997］。该系统首先对输入的具有子分连接的网

 

图 1.11 交互式几何重采样算法［Allize2002］ 



第一章 绪论 

11 

格做多分辨率变换。对第 i 层次的网格，分析算法先通过光顺算子 H 计算第 1i 层次网

格顶点的位置 1is ，然后对第 1i 层次网格执行子分操作 S 得到第 i 层次网格顶点的新位

置 1 isS ，新位置和原位置在以新位置为原点的局部坐标系下的坐标之差被记录为第 i 层

次网格的细节 1  iii sSsd 。合成算法就是多分辨率变换的逆过程，从某一层次开始，

不停地执行子分操作和加上当前层次的细节就可以得到原始分辨率的模型。当用户选定

一个编辑层次 l 时，原始网格就可以用该层次网格加上所有高层次的细节来表示。用户

可以对选定层次的网格自由地编辑，而高层次细节保持不变，系统调用合成算法实时地

绘制对应于编辑操作的高分辨率模型。为了克服均匀子分带来的时间和空间的指数增

长，作者还开发了自适应分析、自适应合成、局部合成以及自适应绘制算法。 

 

基于子分网格最成功的 DGP 应用是 Khodakovsky 等人提出的累进几何压缩

［Khodakovsky2000］。注意到网格模型由几何信息、参数化信息和连接信息三部分组成，

并且后面两部分信息对压缩误差影响很小，该算法采用子分网格技术去掉了参数化信息

和连接信息，然后采用子分小波变换和零树编码（Zerotree Coding）来压缩几何信息。

因为子分小波只能处理标量数据，对几何信息分解出来的 XYZ 三个分量的小波系数被

单独处理。为了减少 XYZ 三个分量之间的相关性来提高压缩率，所有的小波系数都被

表示为由网格表面的切平面决定的局部坐标系里。这种累进几何压缩算法可以达到迄今

为止最高的压缩信噪比，比其它的累进压缩算法提高了 4 倍（12dB）。另外，作者指出

如果该算法结合法向网格［Guskov2000］可以达到更高的压缩率［Khodakovsky2002］。

这是因为法向网格是一种多分辨率子分网格表示，每一层次的网格都可以表示为较粗层

次网格的法向偏移。这样法向网格的每个顶点都只需要一个浮点数来表示，这使得压缩

信噪比能提高 2-5dB。 

 

Lee 等人基于他们的 MAPS［Lee1998］参数化方法给出了一种网格变形算法

［Lee1999］。输入的两个网格模型先被参数化到各自的基网格上，然后这两个基网格合

并成一个新的网格，原来的基网格都是这个新的基网格的子图。通过这种方法，网格变

 

图 1.12 一致的网格参数化 
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形技术中的关键步骤（特征对齐和对应建立）就在基网格上完成了。当然，这种方法要

求用来合并的基网格的形状要比较接近，这样才能用比较简单的方法来完成基网格合

并。图 1.6 的变形结果就是该算法生成的。 

 

Praun 等人［Praun2001］提出了一个能同时为多个网格模型构造定义在同一参数化

域上的参数化的算法（图 1.12），被称为一致网格参数化。因为所有模型都共享统一的

参数化基网格，子分重采样得到的网格就具有相同的连接。这个算法成为涉及多个网格

模型的 DGP 应用的基础，包括主元分析（PCA：Primary Component Analysis）、小波变

换、模型间的细节和纹理传输以及多路形状融合（N-way Shape Blending）。尽管作者宣

称该算法能处理任意网格，但文中只给出了亏格为零（Genus-Zero）的例子，该算法处

理任意网格的稳定性还有待进一步测试。另外，该算法需要手工标定一个适用于所有模

型的基网格，这对很多复杂的网格来说并不容易。 

 

1.5.2 基于松弛算子的 DGP 算法 

与基于子分网格的 DGP 算法相比，基于松弛算子的 DGP 算法在理论上没有那么复

杂，在应用领域上也有一些限制。但这种算法可以处理任意形状和任意连接关系的网格

模型，而且算法的时间空间代价很小。在某些领域（如光顺造型和多分辨率编辑），这

种方法已经得到了广泛应用，即使是基于子分网格的算法也借鉴了它的一些思想（如

Zorin 的多分辨率造型系统［Zorin1997］就采用了 Taubin 的光顺算子［Taubin1995a］）。

下面我们先介绍 Taubin 基于信号处理的光顺造型算法［Taubin1997］和 Guskov 的基于

非均匀松弛算子的多分辨率信号处理算法［Guskov1999］，然后描述基于这类方法的一

些 DGP 应用。 

 

1.5.2.1 流形网格的 DFT 和光顺造型 

 

1995 年，Taubin 开创性地把经典离散 Fourier 变换推广到了流形网格上。设网格表

示 },{ FVM  ，其中V 是 n个顶点的集合， F 是三角形集合。顶点 iv 的邻居 *i 是由所有

和 iv 有边连接的顶点的索引构成的集合，即 *ij 当且仅当 ),( ji vv 是网格M 中的一条边。

网格M 上的离散信号被定义为 n 个顶点上的信号值构成的 n 维向量 T

nxxx ),,( 1  。在

顶点 iv 的离散信号的离散 Laplacian 算子被定义为加权平均： 





*

)(
ij

ijiji xxwx  

其中权值 ijw 都是正数，并且对任意 i 都有 1*  ij ijw 。 ijw 可以根据邻居结构用不同的

方法来指定，最简单的方法是设置为邻居个数的倒数 ||/1 *i 。更一般的方法是根据网格

中边的信息定义一个正值函数 ),(),( ijji vvvv   ，权值 ijw 可以定义为： 

 


* ),(

),(

ih hi

ji

ij
vv

vv
w




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例如 ),( ji vv 可以是共享这条边的两个三角形的面积，或者是边长的指数。如果网格中

的三角形大小都差不多，不同的权值得到的结果差不多。 

 

令 )( ijwW  为权值矩阵，如果 jv 不是 iv 的邻居，则 0ijw 。Laplacian 算子矩阵定义

为 WIK  。Taubin 证明 K 有 n个实的特征值 20 21  nkkk  和它们对应的特

征向量 nuu ,,1  ，这些特征向量可以被看作网格表面的自然振动模式，对应的特征值可

以被看作是网格表面的自然频率。离散信号 x 可以表示这些特征向量线性组合





n

i

iiux
1

 ，这就是信号 x 的离散 Fourier 变换。 

 

如果网格模型包含成千上万个顶点，直接求解K 的特征向量显然是不可行的，这也

就限制了这种方法不可能处理信号的所有频段。Taubin 注意到对于低通滤波（即光顺）

来说，上述频率分解和处理过程可以用 Laplacian 算子矩阵 K 的某个函数乘以原信号来

近似表示为： xKfx )('  。一元函数 )(kf 被称为传输函数（Transfer Function），也被称

为松弛算子，可以是任意形式，但一般只考虑多项式函数： 





n

i

iii ukfxKfx
1

' )()(   

如果上述光顺过程循环 N 次，则 xKfx NN )( 。对于低通滤波器来说，我们希望找

到一个多项式使得对较小 k 值（即低频成分） 1)( Nkf ，对较大 k 值（即高频成分）

0)( Nkf ， k 的取值范围是［0, 2］。Taubin 设计的滤波器是： 

)1)(1()( kkkf    

其中 0 ，是一个新的负放缩因子并且   。图 1.13 给出了这个传输函数的图形

表示。因为 1)0( f 并且 0  ，存在一个带通频率 PBk 使得 1)( PBkf ，显然： 

0
11



PBk  

基于上面的光顺算子，Taubin 借助 Subdivision 实现了一个交互式的曲面设计工具。

Taubin 等人后来还把传统的用来设计有限脉冲相应滤波器的技术结合到这个方法中来

设计最优的网格光顺滤波器［Taubin1995b］。 

 

 

图 1.13 多项式低通滤波器设计 
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1.5.2.2 基于非均匀松弛算子的 DGP 算法 

 

1999 年，Guskov 提出了一种强壮的基于非均匀算子的多分辨率信号处理算法。通

过结合网格简化技术，该算法把一般的信号处理工具如向下采样、向上采样和滤波推广

到任意三角形网格。Guskov 还给出了很多基于该算法的 DGP 应用，如光顺、增强、编

辑和纹理映射。从实验结果来看，这种算法是目前最好的顶点位置坐标的信号处理方法。 

 

Guskov 最大的贡献是设计了一种同时依赖于几何和拓扑连接的非均匀松弛算子，

该算子的目标是最小化二次导数。而 Taubin 的松弛算子 )(kf 或者是只依赖于拓扑连接，

或者是依赖于边长这种简单的几何信息。因此 Guskov 的松弛算子比 Taubin 的松弛算子

更具有几何意义，能取得更好的效果。 

 

考虑网格中的一个三角形 },,{ kjif  ，顶点在参数平面坐标系下的坐标为

),,( iiii gvup  ，其中 vu, 是相互独立的参数平面变量， g 是 vu, 的函数。显然， g 在三

角形 f 上的梯度为 )/,/( vguggf  ，而 f 的法向量为 )1,/,/( vgugn f  。如

图 1.14(a)所示，考虑边 },{ kje  以及共享 e两个三角形 },,{ 11 lkjf  和 },,{ 22 lkjf  ，二

次导数被定义为 1f 和 2f 的法向量之差
21 ffe nnm  。显然 em 落在参数平面上，且垂直

于边 e在参数平面上的投影，因此只有 em 的带正负号长度 gDe

2 有意义。 gDe

2 取决于 g 在

顶点集 },,,{)( 21 llkjew  的值。因为所有计算 gDe

2 的操作（梯度、求差和投影）都是线

性的，所以 gDe

2 也是线性的，不难得到： 





)(

,

2

ewl

llee gcgD  

系数取值如下： 

],,[],,[

],,[

,

],,[],,[

],,[

,

],,[

,

],,[

,

21

21

21

12

2

2

1

1
   ,   ,   ,

kjljkl

llje

ke

kjljkl

llke

je

kjl

e

le

jkl

e

le
AA

AL
c

AA

AL
c

A

L
c

A

L
c  ， 

 

 

图 1.14  Guskov 的非均匀松弛算子 
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其中 ],,[ 321 kkkA 是由 ),(),,(),,(
332211 kkkkkk vuvuvu 构成的三角形的带符号面积， eL 表示边 e 投

影在参数平面上的线段长度。 

 

松弛算子的目标就是最小化上述二次导数。如图 1.14(b)所示，如果松弛顶点 i 上的

函数值，只有图中显示较为粗黑的边上的二次导数会发生改变，Guskov 的目标就是求

得松弛算子在顶点 i 上的值 iRg 来最小化这些边的二次导数平方和 E 。设这些边构成的

集合为 )(2 i ，图 1.14(b)中除去 i 的所有顶点的集合为 )(2 iv ，则有： 

 

 


)(

22

2

)(
ie e gDE


， 

 


)(

22

2

)(min  argmin  arg
ie ei gDERg


。 

不难计算出： 












)(

)(

2

,

)}()|({ ,,

,,
2

2

2   , 
ivj

ie ie

ewjie jeie

jijjii
c

cc
wgwRg




 

 

上述权值 jiw , 就构成了松弛算子。在计算网格模型中某条边的 gDe

2 时，由于没有现

成的全局参数化，Guskov 使用一种被称为铰链映射（Hinge Map）的局部映射：对共享

一条边的两个三角形，以公共边为转轴转动其中一个三角形直到两个三角形位于同一个

平面上为止。把这个平面作为参数平面，顶点的位置坐标成为定义在这个参数平面上的

向量函数。因此，对网格顶点的位置坐标做松弛时，松弛算子就作用在三维空间中的点

上： 

 


)( ,
2 ivj jjii pwRp  

基于上述松弛算子，Guskov 结合累进网格的多分辨率表示设计了适用于任意网格

的多分辨率变换。对第 i 层次的网格，算法先用半边折叠删除顶点 i 得到第 1i 层次网格，

然后用在 i 层次预计算的松弛算子计算顶点 i 及其邻接顶点的新位置，这些顶点的新位置

在和原位置在以新位置为原点的局部坐标系下的坐标之差被记录为第 i 层次网格的细

节。合成算法就是多分辨率变换的逆过程，从某一层次开始，不停地加上被删除的顶点，

做松弛运算后加上当前层次的细节就可以得到原始模型。 

 

1.5.2.3 应用 

 

基于松弛算子的 DGP 应用主要有多分辨率编辑和几何压缩。在上小节已经提到了

Guskov 的信号处理方法可以很好地支持光顺、增强和多分辨率编辑，下面我们简要介

绍 Kobbelt 等人提出的交互式多分辨率编辑系统［Kobbelt1998］以及 Karni 和 Gotsman

提出的网格几何的谱压缩算法［Karni2000］。 

 

Kobbelt 等人从带约束的能量最小化磨光方法出发推出了和［Taubin1995］类似的松

弛算子。能量最小化磨光方法的基本思想是通过最小化一种定义在曲面上的能量函数来

达到磨光的目的。其中最基本的一种能量为曲率能量，即两个主曲率的平方和在曲面上

的积分。由于主曲率的计算非常困难，在实际应用中，人们通常采用薄膜（Membrane）
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能量： 

dudvffSE vuSM )(
2

1
)( 22   

和薄板（Thin-plate）能量： 

dudvfffSE vvuvuuSTP )2(
2

1
)( 222   

通过伞状算法（Umbrella-algorithm）为每个顶点的邻域构造一个局部参数化，Kobbelt

推出了对应于最小化薄膜能量的松弛算子 kkfM 1)( 和对应于最小化整个曲率的松弛

算子： 

)
1

1)(
1

1(
1

1)( 2 k
v

k
v

k
v

kfC  。 

为了实现快速光顺算法，Kobbelt 采用网格简化技术实现了一种多层次光顺算法。

由于简化网格的顶点数目小于原始网格的顶点数目，在多层简化网格上进行光顺的收敛

速度远远大于直接在原网格进行光顺的速度。 

 

把累进网格技术［Hoppe1996］、局部标架编码和快速多层次光顺算法结合起来，就

可以实现一个高效的多分辨率编辑系统。在该系统下，用户可以选定累进网格表示中的

某一层网格某个区域网格 *M 做编辑。编辑开始前先对 *M 执行多层快速光顺并计算光

顺后的网格与原始网格之间的细节差，编辑完成后再对 *M 执行带约束的多层快速光顺。

编辑后的光顺网格加上编辑开始前计算的细节差就可以得到编辑后保持细节的网格。最

后通过累进网格中记录的局部细节就可以重构出编辑后的最高分辨率模型。 

 

基于［Taubin1995］推广到三维网格的 DFT，Karni 和 Gotsman 实现了一种网格几

何的 Fourier 频谱压缩算法。为了降低 Laplacian 算子矩阵特征向量分解的时间复杂度，

网格模型需要被划分成很多小片，每片子网格单独计算。即使是这样，这种方法的时间

代价还是很高。而且分片会带来很多额外的计算和误差，片边界附近的光滑性很难保证。

另外，就象图像领域一样，Fourier 变换并不适合压缩应用，因此这种压缩方法远远比不

上基于子分小波的压缩算法［Khodakovsky2000］。 

 

1.5.3 几何图像 

最近，Gu 等人提出了一种新的三维几何模型的表示方法，几何图像（Geometry 

Image）［Gu2002］。任意网格首先被自动地切割成单独的一片开网格，这个开网格被参

数化到一个单位矩形内。所有的网格表面信号如顶点位置、法向量和颜色都可以被均匀

采样成图像，这种图像可以用传统图像压缩方法如小波技术来压缩。图 1.15 给出了龙模

型的切割路径、顶点位置图像和法向量图像。 

 

这种方法的核心技术是如何为任意模型找到一个较好的切割方法。Gu 采用的是一

种增量式的切割方法：先根据网格连接找到任意一个初始切割，然后根据参数化的变形

程度循环地调整切割路径。显然，这个过程非常耗时。图 1.16 给出了一个切割的例子。 
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下面给出了几何图像算法切割和参数化的伪代码： 

function Cut_and_parameterize(mesh M) 

 删去种子三角形； 

 while 还存在只和一个三角形 t 邻接的边 e 

  删去 e 和 t； 

 while 还存在只和一条边 e 相连的顶点 v 

  删去 v 和 e； 

 切割  := 剩余的边和顶点； 

 if 中只有一个单独的顶点 then 

  把该顶点的两条邻接边加入； 

 拉直中的每条切割路径； 

 参数化  := 使用的几何变形参数化； 

 repeat 

  f := 使用的 Floater 参数化； 

  t := 在 f 下最大伸缩变形的三角形； 

  s := 从 t 到的最短路径； 

  ’:=  + s； 

  ’:= 使用’的几何变形参数化； 

  if 的变形程度大于的变形程度 then 

   break； 

 

图 1.15 几何图像［Gu2002］。左图为原始模型及其切割路径， 

 右边两幅图分别为顶点位置图像和法向量图像。 

 

图 1.16  几何图像对模型的切割过程和参数化。(a)-(d)是中间结果，(e)是最后结果。 
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   := ’； := ’； 

 输出切割和参数化； 

 

基于这种方法，很多图像处理中的技术可以推广到三维几何上，其中最有前景的

应用是压缩。但由于构造几何图像需要对原模型做复杂的切割，这样带来的切割边界会

限制它在很多领域的应用，比如信号滤波就不能直接采用图像滤波技术。 

 

1.6 现有算法的优缺点分析 

本节分析现有各种 DGP 算法的优缺点。 

基于子分网格的算法作为目前应用最广泛的 DGP 算法具有如下特点：（1）能处理

各种定义在任意子分连接网格表面上的连续信号；（2）本质上以基网格作为信号的定义

域；（3）以子分小波为分析工具把信号分解为小波系数；（4）对非子分连接网格需要构

造定义在基网格上的参数化，并做子分重采样，原网格的拓扑连接被完全丢弃；（5）通

过为多个模型构造一致参数化可以支持设计多个模型的 DGP 应用;（6）最成功的应用是

几何信号压缩。这种方法的缺点有：（1）尽管基网格比原始网格简单很多，但它仍然保

持了原网格大部分全局特征和形状，与传统多媒体数据类型在欧氏空间中的定义域相

比，基网格还是太复杂，很多传统信号处理技术无法适用；（2）尽管子分小波在实践中

很成功，它的光滑性还很难证明；（3）由于跨越基网格边界的光滑性较难保证，在这种

方法的目前实现中只给出了对位置坐标信号的处理，其它几何信号（如法向量和颜色）

的处理结果还没有公开报道；（4）为多个模型构造定义在同一个基网格域上参数化还存

在着很多困难。 

 

［Guskov1999］是目前最好的基于松弛算子的 DGP 算法，它具有如下特点：（1）

能处理定义在任意网格顶点上的离散坐标位置信号；（2）本质上以网格的拓扑连接空间

为信号定义域；（3）网格不需要具有子分连接性；（4）能很好地支持光顺、增强和多分

辨率编辑应用。这类方法的缺点如下：（1）尽管［Taubin1995］把 DFT 推广到网格，但

最后设计的光顺算子只是低通滤波运算的一种逼近，而［Guskov1999］把局部坐标系下

的细节差定义为所谓频率只是一种直观的方法，作者也承认这不是传统信号处理意义下

的频率，其光滑性很难证明；（2）因为松弛算子是根据几何意义（二次导数）构造的，

这种方法无法处理除法向量和颜色信号；（3）因为信号的定义域是原始网格的拓扑连接

空间，该方法无法支持涉及多个不同模型的 DGP 应用。 

 

几何图像是作为一种新的几何表示方法提出来的，具有很大的研究潜力。它的特点

如下：（1）通过自动切割和平面参数化算法能把任意网格转化为图像表示；（2）从某种

意义上说所有图像处理应用都可以直接扩展到几何图像，最成功的是几何数据压缩。它

的缺点主要有：（1）由于构造几何图像需要对网格模型做切割，切割边界的缝合和光滑

性大大阻碍了它的应用，因而目前局限在压缩和绘制领域；（2）由于很难在切割和参数

化阶段完成特征对应，几何图像方法很难支持涉及到多个网格模型的 DGP 应用。 
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表 1.1 给出了对几种典型的 DGP 算法的总结。为了方便比较，我们也评价了本文提

出的 DGP 框架，后面的章节将对这些评价做详细分析解释。 

 

表 1.1 各种 DGP 算法总结比较 

 子分网格 ［Taubin1995］ ［Guskov1999］ 几何图像 本文框架 

网格类型 子分网格 任意 任意 任意 任意 

预处理 子分重采样 无 无 切割 切割（亏格非0） 

参数化 基网格 无 局部铰链映射 平面参数化 球面参数化 

理论基础 子分小波 DFT 无 图像处理 调和分析 

频率定义 小波系数 特征向量分解 局部细节差 无 Fourier 频率 

光滑性 难证明，跨基网格

边界难保证 

很难证明 很难证明 可以证明，切割

边界很难保证 

可以证明，切割

边界难保证 

 

信号 

位置      

颜色

等 

（有困难，无实

验结果） 

   
 

 

 

单 个

模 型

应用 

光顺 （去噪声） （噪声） （较好滤波）  （最好滤波） 

增强 （没有试验结果）  （较好）  （最好） 

编辑   （最好）  （频谱编辑） 

压缩 （最好） （效果不好） （效果不好） （最好） （很好） 

多模型应用 （很难构造）    （很方便） 

总结 
最适合压缩位置

坐标信号 

适合光顺造型 适合处理顶点

位置坐标 

最适合各种几

何信号压缩 

适用各种信号

的分析、处理 

 

1.7 本文工作 

本文提出了一种统一的数字几何处理框架，其基本思想是通过为任意网格构造球面

参数化来把原来定义在复杂网格表面的信号转化为球面信号，然后采用球面 Fourier 分

析把这些球面信号分解到频率域。在这个框架下，所有的 DGP 应用可以根据需要在空

间域和频率域之间自由切换。从这个意义上说，就象 Fourier 分析构成了大多数数字图

像处理应用的基础一样，本文提出的框架构成了大多数 DGP 应用的基础。图 1.17 给出

了框架的示意图。 

 

  

 

参数化 

处理 

采样 

分析 

合成 

反采样 

逆映射 

 

图 1.17  本文 DGP 框架示意图 
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本文后面的内容主要分为理论和应用两部分：理论部分介绍本文的 DGP 框架及其

核心技术，包括第二章的框架概述、第三章的累进球面参数化算法和第四章的自适应采

样算法。应用部分主要包括第五章在本文 DGP 框架的各种应用和第六章基于平面参数

化的几何信号压缩。 

 

为了描述方便，本文第二章首先定义三角形网格、几何信号、同构映射等概念，然

后简要描述本文提出的几何信号处理框架的各组成部分，包括球面参数化、采样和精度

控制、球面调和分析等等。另外，本章还分析讨论了框架的一些特性。 

 

第三章描述我们提出的累进球面全局参数化算法。该算法结合累进网格和局部参数

化技术，把全局球面参数化问题转换为局部参数化问题。实验证明我们的球面参数算法

是目前最强壮、速度最快的。为了生成累进网格，作者还提出了一种基于边折叠的保面

积网格简化算法，这种算法在简化率很高时还能生成较高质量的简化网格。另外，结合

保角映射和调和映射技术，本章还给出了一种新的局部参数化算法。最后，本章讨论了

均匀参数化的问题，并指出参数化能均匀化的程度和网格的拓扑连接有很大的关系。 

 

第四章首先从信号处理理论出发分析了参数化对信号频谱能量分布的影响，指出非

均匀的参数化会导致转换到参数域的信号的能量发生频谱迁移；然后指出 DGP 本质上

包含了两个问题（参数化和采样），如果无法构造均匀参数化，可以在采样阶段来解决

这个问题；最后介绍我们设计的保频谱的自适应采样算法。 

 

第五章介绍在上述 DGP 框架下的各种几何信号处理应用，包括滤波和增强、细节

和纹理传输、多分辨率编辑以及三维变形。这章给出的大量实验结果说明本文框架的强

壮性和通用性。 

 

尽管几何信号压缩在前面介绍的 DGP 框架下也可以很好地实现，第六章还给出了

了一种更高效的压缩算法。通过把第二章介绍的参数化算法和第三章介绍的自适应采样

算法推广到平面上，任意网格信号都可以被转换为二维图像，然后我们采用 JPG2000

来压缩这样的图像。这种方法和几乎同时提出来的几何图像［Gu2002］很相似。 

 

最后我们总结全文工作并介绍将来的研究方向。 

 

 

注：本文后面章节提到的一些动画演示文件都可以在伴随论文的光盘中找到，或者发电

子邮件给作者 kunzhou@cad.zju.edu.cn。 
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第二章 统一的数字几何处理框架 

 

本章概述我们提出的数字几何处理框架。为了描述方便，第一节先定义本文用到的

一些术语；第二节简要描述本文框架处理亏格为零的网格模型的流程，包括球面参数化、

采样和精度控制、球面调和分析与快速球面调和变换以及如何重建几何信号；第三节通

过一些数据说明整个 DGP 框架的运行时间效率；第四节介绍本文框架如何通过切割来

处理亏格非零的网格；第五节分析本文 DGP 框架的特性；最后是小结。 

 

2.1 基本定义 

2.1.1 三角形网格 

三角形网格模型M 表示为三元组： 

),,( MMM PKVM   

其中 

|)|,,2,1{ MVM   

是M 的顶点集合（ || M 表示顶点数目）； MK 是包含M 中所有拓扑连接关系的集合； MP

为M 中所有顶点的属性向量集合： 

}|)({ MM ViiP    

其中 ))(,),(),(()( 21 ifififi n 表示顶点 }{i 的 n 个属性值，包括位置坐标，法向量和颜

色等，显然 MP 包含了M 的所有几何信息。 

 

MK 的元素分三种类型：顶点 }{i ，边 },{ jie  和面 },,{ kjif  。如果 MKji },{ ，则

顶点 }{i 和 }{ j 被称为邻居。顶点 }{i 的 1 环邻居被定义为 }},{|{)( MKjijiN  ，顶点 }{i

的入度（Valence）被定以为 )(iN 中的元素个数 |)(| iN ，边 },{ jie  的 1 环邻居被定义为

},{)()()( jijNiNeN   。 依 此 类 推 ， 设 共 享 顶 点 }{i 的 所 有 三 角 形 集 合 为

},|{)( MKffifiT  ，则 )()()( jTiTeT  。顶点 }{i 的星形邻域（Star）被定义为

siStar
MKssi  ,)(  ， )()()( jStariStareStar  。 

 

和大多数处理网格模型的算法一样，本文也只处理流形网格，即网格中每个顶点的

1 环邻居 )(iN 构成一个顶点环（这样的顶点被称为内部顶点）或半环（边界顶点）。对

于非流形网格，必须先通过预处理转化为流形。 
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顶点 }{i 处的顶点分布密度被定义为： 









)(

)(/)(

1|)(|
)(

iT

M
MAreaArea

iN
iD    （2.1） 

其中 )(MArea 表示网格M 的所有三角形面积之和， 

 

2.1.2 几何信号 

网格 M 表面上的几何信号 MF 被定义为由网格 M 的顶点属性集合 MP 插值得到的分段线性函

数。对网格M 表面上的任意一点 p ，几何信号 )( pFM 定义为： 

 



















为质心坐标中，

的某个三角形位于否则设

如果

),,(},,{

)()()(

}{)(

))(()(







kji

Mpkji

Kipp

pPSpanpF
MMM

MM

MM
 （2.2） 

 

2.1.3 同构映射和同形映射 

如果两个网格M 和 S 的拓扑连接关系相同，即存在从 MK 到 SK 的一一映射 SM  ，

则称M 和 S 是拓扑同构（Graph-isomorphic）的， SM  被称为从M 到 S 的同构映射。为

任意网格M 构造球面参数化就是构造要构造一个与M 拓扑同构的球面网格。通过拓扑

同构映射 SM  ，原来定义在网格M 表面上的几何信号就被转换为网格 S 表面上的信号： 

))(()( qPSpanqF SS       （2.3） 

其中 }|))(({ 1

SSMMS ViiPP  

 ， q 是网格 S 上的任意一点。 

 

类似的，我们可以定义同形映射（Homeomorphous Map）。如果对网格M 表面上的

任意一点，在网格W 表面上有唯一的一点与其对应，反之亦然，则称这种从网格 M 到

网格W 的映射 WM  为同形映射。例如任意两个单位球面网格之间的投影映射就是同形

映射。通过同形映射，定义在网格M 表面上的几何信号也可以被转换为网格W 表面上

的信号： 

))(()( qPSpanqF WW       （2.4） 

 

其中 }|))(({ 1

WWMMW ViiPP  

 ， q 是网格W 上的任意一点。 

 

2.1.4 亏格 

另外，如果网格M 是封闭的（即所有顶点都是内部顶点），设其顶点数、边数和三
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角形数分别为 vN 、 eN 和 fN ，其亏格（Genus）G 可定义如下： 

2/)2(  fve NNNG  

任意球面网格的亏格都为 0，环的亏格为 1。图 2.1 给出了亏格为 0、1 和 2 的几个网格

模型例子。 

 

2.2 框架概述 

本节假设模型都是封闭的，并假设其亏格为零。对于有边界的网格，需要先把边界

闭合起来。后面我们会介绍如何处理亏格非零的模型。根据拓扑学理论，亏格为零网格

一定存在拓扑同构的球面网格。 

 

本文 DGP 框架的核心思想是用单位球面来代替复杂的网格表面作为几何信号的定

义域，这样适用于球面的一些正交分析工具（如球面调和分析和小波分析）就可以被用

来处理几何信号。 

 

如图 2.2 所示，本文 DGP 框架处理几何信号的流程总体上分为 5 步：（1）球面参数

化（Spherical Parameterization），通过为任意网格构造一个拓扑同构的球面网格，定义

在原网格表面的信号就被转换为定义在球面网格上的球面信号；（2）采样（Sampling），

对参数化得到的球面信号沿经纬方向均匀采样；（3）球面调和变换（SHT-Spherical 

Harmonic Transform），用快速调和变换把采样得到的规则球面信号分解到频率域；（4）

信号处理（Processing），在频率域对信号进行处理，如滤波、增强和卷积等；（5）信号

重建（Signal Reconstruction），从处理后的频谱中重建几何信号，包括球面调和逆变换、

反采样和参数化逆映射。 

 

下面我们简要介绍上述流程中的关键步骤。由于信号处理属于 DGP 应用，第五章

会详细描述，这里就不介绍了。 

 

 

 

图 2.1 亏格分别为 0、1 和 2 的网格模型 
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2.2.1 球面参数化 

作为原始几何信号定义域的网格表面通常是任意复杂的，这也就是几何信号处理最

大的困难。与基于子分网格的 DGP 算法使用基网格和几何图像使用平面作为参数化域

（即新信号的定义域）不同，我们采用单位球面。对亏格为零的网格模型来说，球面是

最自然的参数化域。球面参数化的目的就是为任意网格 M 构造一个拓扑同构的单位球

面网格 S ，通过公式（2.3），把定义在原网格M 表面的信号 MF 转换为定义在球面网格 S

表面上的球面信号 SF 。图 2.3 给出了 VenusHead 模型的球面参数化，并显示了转化到该

球面网格上的位置坐标信号和法向量信号。图 2.4 给出了 Bunny 模型的球面参数化，并

显示了转化到该球面网格上的颜色信号。 

 

为了保证后面采样和反采样阶段的唯一性，球面参数化网格必须满足星形的要求，

即从球心出发的任意一条射线和球面网格有且仅有一个交点。第三章会详细描述我们提

出的累进球面参数化算法。 

 

 

 

 

 

图 2.2 统一的几何信号处理框架流程图 

 

(a)原始模型 (b)球面映射 (c)位置坐标信号 (d)法向量信号 
 

图 2.3  VenusHead 模型球面参数化及球面信号 
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2.2.2 球面调和分析与快速球面调和变换 

球面调和分析也被称为单位球面上的二维 Fourier 分析。这种分析工具在化学、天

文学和生物学等学科中已经得到广泛地应用。在计算机图形学中，调和分析通常被用在

与 BRDF 和辐射度相关的一些研究中。以 BRDF 为例， ),,( oir xf 


描述模型表面任意

一点 x

上入射辐射度 i


和出射辐射度 o


之间的关系，这可以用球面调和函数（Spherical 

Harmonics）来描述。最近，球面调和分析还被用在反向绘制框架中［Ramamoorthi2001］。

本文采用调和分析来分析定义在单位球面上的几何信号。 

 

众所周知，单位球面上任意点的位置 p 都可以用经度角 （  0 ）和纬度角

（  20  ）来确定（图 2.5）， 。因此，任意球面信号

都可以表示为二维连续函数 ),( f 。球面函数 ),( f 和 ),( h 的内积定义如下： 

 

  





 


0

2

0

*  sin),(),( , ddhfhf  

其中 *h 表示 h的共轭。 

 

和平面上的 Fourier 分析以三角函数系为基函数不同，球面调和分析的基函数（也

被称为球面调和函数）为： 

 

图 2.5 单位球面坐标系 

 

(a)原始模型 (b)球面映射 (b)颜色信号 
 

图 2.4 Bunny 模型球面参数化及颜色信号 
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, ,2 ,1 ,0    ;  ,1 , ,1 ,

)(cos),( ,

 



lllllm

ePkY imm

lml

m

l


 

 

其中
)!(

)!(

4

12
,

ml

mll
k ml







是规一化常数， )(xPm

l 是度（Degree）为 l ，次（Order）为m 的

联合 Legendre 多项式（Associated Legendre Polynomial）。球面调和函数来自球面上的

Laplacian 方程，它们构成了球面连续函数空间中的一组完备的单位正交基，即： 

nmkl

n

k

m

l YY ,, ,   

其中









ji

ji
ji

   0

    1
, 。 

 

因此，任意定义在球面上的连续函数 ),( f 都可以用球面调和函数展开： 




 


0

),(),(ˆ),(
l

l

lm

m

lYmlff     （2.5） 

其中 ),(ˆ mlf 为 ),( f 和 ),( m

lY 的内积，被称为 ),( ml －Fourier 系数： 

 

  



 

 
 

0

2

0
,  sin)(cos),( , ),(ˆ dPdfekYfmlf m

l

im

ml

m

l  （2.6） 

 

式（2.5）也被称为函数 ),( f 的调和级数展开。类似于平面 Fourier 分析，系数

),(ˆ mlf 的模长表示函数 ),( f 在频率 ),( ml 处能量的大小，并且满足： 

 
ml

fmlf
,

22

),(ˆ  

 

如果存在着某个正数 0B 使得对所有的 Bl  都有 0),(ˆ mlf ，则称 ),( f 是带宽

有限的函数，或者说 ),( f 的带宽为 B 。由 Nyquist 采样定律，对带宽为B 的二维信号，

只需要 BB 22  的采样数据就可以完全恢复原信号。因此，设 ),( f 的带宽为B ，式（2.6）

中的积分运算可以简化为 BB 22  的采样数据的加权和： 

 













12

0

12

0

)( )(cos),(
2

2
),(ˆ

B

j

B

k

j

m

l

im

kj

B

j Pefa
B

mlf k 
 

  （2.7） 

 

其中采样点 Bjj 4/)12(  ， Bkk 2/2  ，权值 )2( B

ja 的作用类似于积分运算中的 sin

（如图 2.6）。 

 

式（2.7）就是球面函数 ),( f 的离散 Fourier 变换。显然直接计算上式需要 24B 次

运算，计算 2B 个系数的时间复杂度为 )( 4BO 。通过变量分离，先用 FFT 计算出只依赖

于 j 和m 的内部指数和，然后对给定的 0m 计算下面的离散 Legendre 变换（Discrete 

Legendre-transforms）： 



第二章 统一的数字几何处理框架 

27 






m

l

B

k

k

m

lk PsPs , )(cos][
12

0

    （2.8） 

其中 12,,1,  Bmml  。这样（2.7）式的计算复杂度减少为 )( 3BO 。研究人员还开发

了一种快速离散 Legendre 变换［Healy1996］，其计算复杂度减少为 )log( 222 BBO 。这样

我们就得到了快速球面调和变换，其时间复杂度为 )log( 222 BBO 。 

 

同样的，球面调和逆变换 




 


1

0 ||

, ),(),(
B

l lm

kj

m

lmlkj Ycf     （2.9） 

也有快速计算方法，时间复杂度也是 )log( 222 BBO 。 

 

上面的讨论都假设函数 ),( f 为标量函数，在我们的 DGP 框架中，通过参数化转

换到球面上的几何信号 SF 都是高维的，例如位置坐标就包括 XYZ 三个分量，颜色包括

RGB 三个分量。尽管球面调和分析可以处理球面上张量场（Tensor Field）［Kostelec2002］，

为了降低算法的复杂度，本文简单地把几何信号的每个分量单独当作标量函数处理。从

实验数据来看，这种处理方法也能取得较好的结果。 

 

2.2.3 采样与误差控制 

根据式（2.7），为了能使用快速球面调和变换来分解球面信号 SF ，必须在经纬方向

做均匀采样。由于我们处理的几何信号（参见式（2.2））是分段线性函数，很难估计其

带宽。在给定的采样率下，从采样信号重建回来的信号 '

SF 与原信号 SF 之间就存在差值，

这个差值被称为采样误差。可以通过下式来计算 L 误差： 

 

})({})({max),( '' iFiFFFd SS
Vi

SS
S




    （2.10） 

 

图 2.6 权值 )2( B

ja 在不同带宽下的取值 
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我们采用下面逐步求精的方法来控制采样误差： 

 

Step 1：设置初始采样率为 6464 。 

Step 2：在当前采样率下计算所有采样点的信号值，得到均匀采样信号 UF 。 

Step 3：从均匀采样信号 UF 中反插值计算出定义在球面参数网格上的信号 '

SF 。 

Step 4：计算采样误差 ),( '

SS FFd 。 

Step 5：如果 ),( '

SS FFd 小于用户指定的精度要求 ，转 Step 7，否则转 Step 6。 

Step 6：增加采样率，转 Step 2。 

Step 7：结束。 

 

显然，如果不记时间和空间代价，上面的均匀采样策略一定能保证采样误差小于用

户指定的精度要求。表 2.1 给出了几个典型模型的位置坐标信号在不同采样率下的采样

误差，表中给出的数字都是误差值相对于模型包围盒对角线的百分比。第四章会详细介

绍表中提到的自适应采样策略。 

 

 

表 2.1 采样率和采样误差（%） 

采样率 
均匀采样 自适应采样 

Cat Mannequin VenusHead Dino Bunny Horse 

128128 1.189 1.242 0.544 1.148 2.048 1.819 

256256 0.856 0.924 0.281 0.912 0.836 1.256 

512512 0.614 0.618 0.149 0.769 0.717 1.157 

10241024 0.249 0.325 0.123 0.718 0.667 1.121 

 

 

  在计算球面上均匀采样点 ),( kj  的信号值时，我们采用质心坐标线性插值的方法。

如果球面参数化网格 S 是封闭的，则球面参数化算法能保证从球心到采样点

)cos,sinsin,sin(cos jjkjk  的射线和球面网格 S 有且只有一个交点 p ，采样点的信

号 值 为 )(),( pFF SkjU  。 如 果 球 面 网 格 S 不 是 封 闭 的 ， 且 采 样 点

)cos,sinsin,sin(cos jjkjk  位于 S 的边界外，则需要计算 S 边界上距离采样点最近

的点 q，并取该点的信号值 )(qFS 作为采样点的信号值。 

 

2.2.4 信号重建 

信号重建过程比较简单，包含上面 2.2.1、2.2.2 和 2.2.3 小节的逆过程：首先把处理

后的频谱系数用快速球面调和逆变换转换为球面上均匀采样的信号，然后插值计算出参

数化球面网格上每个顶点的信号值，最后用参数化的逆映射得到原网格模型每个顶点的

信号值。因此，本文 DGP 框架的输出模型与原模型具有相同的拓扑连接。 
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  在计算球面参数化网格上每个顶点的信号值时，我们一般取顶点所在栅格的四个采

样点来插值。对位于南北极附近的顶点，则取顶点所在的三角形的三个采样点（南／北

极点加上另外两个采样点）来插值。 

 

2.3 框架时间效率 

通过 2.2 节中介绍的框架流程，任意亏格为零的网格表面上的几何信号都可以被分

解到频率域，再从处理后的频谱系数合成出新的几何信号。大量的实验数据表明该框架

的时间效率是比较高的。表 2.2 给出了本文框架处理 6 个典型网格模型的位置坐标信号

的运行时间（以秒为单位）。所有数据都是在 Pentium III 600MHz，512M 内存的微机上

统计出来的。 

 

 

表 2.2 DGP 框架流程运行时间统计 

采样策略 均匀采样 自适应采样 

模型 Cat Mannequin VenusHead Dino Bunny Horse 

三角形数 8976 13472 100000 47858 69473 96966 

封闭 否 否 是 是 否 是 

采样率 256256 256256 256256 256256 512512 256256 

 

时间 (秒)       

参数化 86 137 691 867 1162 1755 

分析/合成 4 4 5 5 35 4 

插值 1 1 2 58 25 690 

总计 91 142 698 930 1222 2449 

 

 

从表 2.2 可以看出，对 10 万个三角形的 VenusHead 模型，整个算法运行一遍只需

要 10 多分钟，而对另外一个将近 10 万个三角形的 Horse 模型，算法运行一遍却需要 40

分钟。这是主要由于 Horse 模型的形状比 VenusHead 模型复杂，球面参数化需要的时间

要长得多。注意到，对所有模型来说， DGP 流程中参数化过程耗费了大部分时间。一

方面本文下章将要介绍的球面参数化算法在目前的实现中还没有进行任何优化，因此，

这部分速度还可以有大幅度的提高。另一方面，由于参数化只是整个 DGP 框架中的预

处理过程，并不需要实时进行，因此目前的运行速度还是可以接受的。 

 

2.4 处理亏格非零的网格 

前面章节介绍的 DGP 框架都是针对亏格为零的网格模型。亏格非零的网格模型和

球不同胚，因此无法直接把这类网格参数化到球面上去，上述 DGP 框架也就无法直接
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适用到这类网格模型。 

 

一个很直接的方法是先交互地把亏格非零的网格切割成亏格为零的网格，并把边界

封闭起来，这样生成的网格就可以在上述 DGP 框架下处理了，处理完后再把切割边界

合并起来。如图 2.7(a)所示的亏格为 2 的 Feline 模型，我们沿着尾巴上的两条闭合路径

将其切割为亏格为零的网格。图 2.7(b)给出了其球面参数化网格。图 2.7(c)是对切割后的

模型进行低通滤波处理的结果，从 2.7(d)对尾巴部分的放大可以看到到处理后的切割边

界不再吻合，而且不光滑。图 2.7(e)是直接合并边界后的结果， 2.7(f)是局部放大图。 

就象几何图像切割网格模型会带来边界不光滑的问题一样，这种切割的方法也会造

成切割边界的不光滑，从图 2.7(f)不难看出这一点。为了解决切割边界的不光滑性，我

们对切割边界附近的顶点实施若干次 Laplacian 平均算子就可以得到边界比较平滑的模

型。图 2.7(g)就给出了平滑处理后的结果，不难看出图 2.7(h)比图 2.7(f)要光滑得多。 

尽管上述在切割边界局部范围内取 Laplacian 平均的方法可以得到视觉上比较光滑

的模型，但还是无法保证切割边界的光滑性。在这一点上，本文 DGP 框架就象几何图

像在切割边界和子分网格算法在基网格边界上一样无法证明边界的光滑性。但这个局限

性并不妨碍本文算法在实际中的应用。 

2.5 分析讨论 

从前面章节的介绍可以看出，本文 DGP 框架的核心思想是通过球面参数化把原来

定义在任意网格表面的几何信号转换到单位球面上去，这样球面上的分析工具就可以被

用来分析这些几何信号。换而言之，正是观察到 DGP 的最大难点在于任意网格表面的

   

(a) 模型 切割   ( c ) 对 切割 模型 滤波   ( e ) 切割 边界合并   ( g ) 光顺 切割 边界   

        

( b ) 球面参数化   ( d )   (c) 图 局部放大   ( f )   (e) 图局部放大   ( h )   (g) 图 局部放大   
 

图 2.7 处理亏格非零的网格模型 
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复杂性，我们才通过单位球面这个规则的定义域来替代任意网格表面，使得经典的

Fourier 分析能被用来处理几何信号。 

 

与现有的 DGP 算法比较，本文 DGP 框架具有如下优越性： 

 

1) 一致的参数域：所有的模型都被参数化到单位球面上，所有的几何信号都定义

在单位球面上，也就是说任意模型的任意几何信号都共享同一个参数域—单位

球面；这就类似于所有的图像都共享统一的平面定义域，使得包括多个模型的

DGP 应用变得很容易。而基于子分网格的 DGP 算法的信号参数域（基网格）

依赖于不同的模型，一致的基网格是很难构造的；几何图像的参数域尽管统一，

但自动切割后不同模型的参数域很难对齐。 

 

2) 坚实的理论基础：球面调和分析保证本文 DGP 框架下的频率是真正 Fourier 意

义上的频率， 频率分解和信号合成的光滑性能很好地证明；尽管处理亏格非零

的网格时无法保证切割边界的光滑性，但这并不掩盖本文算法的优越性：一方

面，切割边界可以通过局部区域的 Laplacian 平均算子来达到视觉上的光滑性；

另一方面，相对于基于子分网格的 DGP 算法的基网格边界和几何图像的切割边

界，我们的切割边界要少得多。 

 

3) 所有信号的统一处理：在本文框架下，所有的网格属性（如位置坐标、颜色和

法向量等等）都被转化为球面上的标量信号统一处理。据我们所知，目前只有

几何图像给出了对各种属性数据压缩的结果，其它的 DGP 算法都只给出了处理

位置坐标的实验结果。 

 

4) 空域和频域之间的自由切换：通过球面参数化和球面调和分析，任意几何信号

可以根据应用需要在空间域和频率域之间自由切换；在这一点上，本文框架所

起的作用类似于数字图像处理中的 Fourier 分析，而以前的 DGP 算法都不具备

这个特性。第五章将会介绍的多分辨编辑应用很好地说明了这一点。 

 

5) 通用性：在本文框架下，大部分 DGP 应用都能很方便地实现。第五章我们会介

绍包括滤波、增强、卷积、编辑等在内的多个应用。 

 

下面讨论一下我们在设计本文 DGP 框架时一些思路的出发点： 

 

（1）为什么选择单位球面作为参数域？ 

 

平面和球面都是数学上最简单的定义域，在平面和球面上都有比较成熟的数学分析

工具。因此，在简化几何信号的原始定义域（即网格模型的表面）时首先应该考虑的就

是平面和球面。众所周知，数字图像处理技术已经非常成熟，所以平面比球面更具优越

性。但把任意网格参数化到平面上需要对网格做复杂的切割，切割边界的光滑性是很难

保证的，这就是几何图像方法一般只能用于压缩几何信号的原因。而对于亏格为零的模

型，球面是最自然的参数域，无需任何切割；对亏格非零的网格，虽然也需要切割，但
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切割边界比较少；所以我们选择球面作为参数域。 

 

（2）为什么用球面调和分析而不用球面小波作为分析工具？ 

 

事实上在完成球面参数化后，球面调和分析和球面小波都可以被用来分析处理球面

信号。就象在数字图像处理领域，Fourier 变换、小波变换以及离散余弦变换 DCT 适用

于不同的图像处理应用，球面调和分析和球面小波也适用于不同的几何处理应用。调和

分析本质上是 Fourier 分析，主要在滤波器设计、去噪声等领域；球面小波主要用于几

何数据压缩。作为 DGP 的理论框架，我们主要介绍了球面调和分析，对球面小波有兴

趣的读者可以参考文献［Schröder95］。 

 

（3）为什么要保持处理后网格模型的拓扑连接和原网格一致，而不重采样？ 

 

这里就涉及到一个问题，网格模型的拓扑连接信息到底有没有用？以加州理工为代

表的支持子分网格 DGP 算法的学者认为网格模型的拓扑连接只是代表一种采样模式，

对几何信号没有贡献；因此，他们通过重采样用具有子分连接关系的网格来逼近原始网

格。而 Taubin 推广到三维网格的 DFT 则完全基于拓扑连接关系，拓扑连接某种程度上

来说决定了什么是低频什么是高频；从实验结果来看，这种拓扑连接空间中的高低频在

一定程度上和人们的直观理解是吻合的。还有一些学者则公开提出拓扑连接信息里包含

了一定的几何形状信息［Isenburg2001］，并且给出了大量的仅仅从拓扑连接信息中构造

出来的和原模型非常相近的模型。 

基于上面的讨论，本文框架采取了保持原模型拓扑连接的策略。当然，本文框架也

能很方便地支持重采样。图 2.8 给出了对本文框架对 Planck 人头模型进行重采样的例子。 

 

2.6 小结 

本章概述了我们提出的统一的数字几何处理框架。基于球面参数化和球面调和分

析，该框架能使 DGP 应用在几何信号的空间域和频率域之间自由切换。从这个意义上

说，本文框架可以构成大多数 DGP 应用的基础，这在一定程度上也就回答了数字几何

 

(a)原始模型 (b)重采样模型,180 tris (c)重采样模型,2880 tris (d)重采样模型,46080 tris 

 

图 2.8 Planck 模型子分重采样 
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处理领域的难题。从实验数据来看，整个框架的时间效率还是比较高的。另外，通过切

割和局部 Laplacian 加权平均技术，本文框架也能处理亏格非零的网格模型。当然，切

割边界的光滑性很难保证，这也是本文框架的局限性。 
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第三章 累进的球面参数化算法 

 

从上章对本文 DGP 框架的概述中不难理解球面参数化算法在框架中的重要性，本

章介绍我们提出的基于累进网格技术和局部参数化技术的球面参数化算法。首先，第一

节简要介绍网格参数化方面的相关工作；第二节给出算法的详细描述，包括算法中的一

些关键技术，如保面积简化算法、局部参数化方法等等；第三节介绍算法实现，并给出

了一些的实验结果；第四节讨论网格的拓扑连接对参数化均匀性的影响；最后是小结。 

 

3.1 相关工作 

参数化作为很多图形学应用（如纹理映射、网格变形、数字几何处理等）的关键技

术一直是计算机图形学的一个重要研究方向。近年来关于网格参数化的文献很多，根据

参数域的不同我们可以把它们分为三大类：网格片的平面参数化（ Chart 

Parameterization）、基网格上的参数化和球面参数化。 

 

3.1.1 网格片的平面参数化 

网格片的平面参数化是目前研究得最多的参数化算法［Bennis1991, Campagna1998, 

Desbrun2002, Eck1995, Floater1997, Floater2001, Gu2002, Hormann2000, Hormann1998, L

évy1998, Lévy2001, Litwinowicz1994, Ma1998, Maillot1993, Sander2001］，其目的是把网

格片尽可能均匀地摊平到某个平面区域中。这些算法的基本思想是定义一个衡量参数化

伸缩变形程度的目标函数，然后通过最小化目标函数来构造所谓的均匀参数化。 

 

Maillot 和 Yahia 在交互式纹理映射算法中最先提出基于弹性理论的变形度量

［Maillot1993］。在该算法中，网格表面被假想为由很多橡皮块沿公共边缝接组成，他

们的目标函数尽可能保持网格中所有边的长度。Eck 等人也基于弹性理论给出了调和映

射的一种分段线性逼近［Eck1995］。与［Maillot1993］方法中每条边的权值为边长不同，

他们的权值依赖于边长和共享该边的三角形面积。由于［Eck1995］中边的权值可能为

负，这使得该算法不能保证网格内部的顶点完全嵌入边界顶点确定的平面多边形区域。

Floater 等人开发了一种新的权值方法来确保这种嵌入［Floater1997］。前面几种变形度

量都是线性函数，Sander 等人设计了两种非线性的变形度量来最小化网格表面上任意点

在所有方向上的参数化伸缩变形［Sander2001］。当然，优化这种目标函数的代价要远远

高于以前的线性目标函数。Hormann 等人［Hormann1998］注意到前人的参数化算法都

需要预先固定网格的边界顶点不动，这大大减少了参数化网格的伸缩自由度，通过让边
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界顶点自由扩展能得到变形很小的参数化。图 3.1 给出了一个人脸模型边界固定和边界

不固定的参数化例子，显然后者的变形要小于前者。 

 

最近，Desbrun 等人从离散微分几何出发，通过最小化网格表面某些本质度量的参

数化变形，提出了网格的本质参数化算法（Intrinsic Parameterization）［Desbrun2002］。

无论从理论上还是实践上，这种网格的本质参数化算法是目前最好的网格片的平面参数

化。图 3.2 给出了几种平面参数化算法的对比，其中第二排显示了眼睛和鼻子部分的局

部放大效果，显然［Desbrun2002］方法的变形程度要小得多。 

 

3.1.2 基网格上的参数化 

构造基网格上的参数化的最早目的是为了进行子分重采样［Eck1995, Lee1998］。后

来这种参数化方法被用来构造法向网格［Guskov2000］和构造一致的网格参数化

［Praun2001］。这部分内容在第一章绪论部分已经介绍过，这里就不重复了。 

 

(a)人脸模型 (b)边界固定参数化 (c)边界自由扩展参数化 
 

图 3.1 边界固定和不固定参数化对比 

 

(b)[Floater1997] (c)[Sander2001] (d)[Desbrun2002] (a)原始模型 
 

图 3.2 几种平面参数化算法对比 
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3.1.3 球面参数化 

相对于大量的网格平面参数化算法，球面参数化的研究显得较少。这一方面是因为

为网格构造球面参数化的作用不明显；另一方面是球面参数化问题比平面参数化问题

难，平面参数化中那些线性的参数化变形度量都无法用来构造一个正确球面参数化。从

我们搜集到的文献和 Internet 上搜索的结果，目前只有 3 种为三角形网格模型构造球面

参数化的方法；其中两种方法用于网格变形［Alexa2000a, Shaprio1998］，另外一种方法

用于从拓扑连接构造模型［Isenburg2001］。 

 

Shaprio 和 Tal 提出的球面参数化算法由两步组成：（1）简化：删除入度小于 6 的顶

点并重新三角化由此生成的空洞，直到当前简化网格为四面体为止；（2）顶点附加：以

逆序把删除的顶点重新附加到当前的凸多面体上，直到原模型所有的顶点都映射到凸多

面体上。尽管在该文献中，作者用了很大篇幅来证明如果每次都只删除入度小于 6 的顶

点，则在顶点附加阶段可以设计较好的顶点放置方法来保持当前多面体为凸；实际上，

作者的证明是不严谨的。以图 3.3 算法处理入度为 3 的顶点为例，作者只考虑了邻接三

角形 F1，F2 和 F3，事实上，所有和顶点 V1，V2 和 V3 相关的三角形都必须考虑。对入

度为 4 和 5 的顶点，需要考虑的情况更多。从原文中只给出了非常简单的实验结果也不

难看出来这种方法不强壮。 

Alexa 给出了一种很简单的球面参数化算法：首先把网格的所有顶点投影到模型的

最小包围球面上；然后保持球面上 6 个顶点的位置不动，用离散 Laplacian 平均算子来

松弛球面的其它顶点，直到球面网格变成星形。正如作者指出的那样，这种先简单投影

然后松弛的方法对形状比较复杂的模型需要多次循环（原文中给出的一个例子需要松弛

迭代 10000 次）。因此，这种方法的时间代价很高。另外这种方法也无法保证松弛过程

的收敛性，算法的稳定性还有待进一步提高。 

 

Isenburg 等人在直接从拓扑连接构造三维形体的算法中采用球面网格作为初始形

体，因此他们也附带给出了一个直观的直接从拓扑连接中生成球面网格的算法。其基本

思想是：首先根据拓扑连接把网格模型分割成近似相等的两部分；然后每部分被分别参

数化到一个平面圆盘区域，进而被投影到一个半球面上；最后两个半球面网格沿着相同

的切割边界合并成一个球。这个方法最大的问题是网格切割和圆盘参数化的代价太高，

另外生成的球面网格很不均匀。 

 

V2 

V1 

V3 

 
图 3.3 入度为 3 的顶点附加过程 
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到目前为止，如何高效率地为任意亏格为零的网格模型构造球面参数化仍然是具有

挑战性的问题。 

 

3.2 算法描述 

我们的球面参数化算法和［Shaprio1998］一样也分为简化和顶点放置两部分，不同

的是我们采用边折叠简化操作，并且根据简化过程中记录的局部参数化信息在球面上放

置新加入的顶点。通过结合累进网格技术［Hoppe1996］和局部参数化技术，本文算法

运行一遍就能为累进网格表示中每个层次的网格生成拓扑同构的球面网格。 

 

图 3.4 说明了本文球面参数化算法的两个步骤： 

 

1) 生成带有局部参数化信息的累进网格表示。循环地执行边折叠简化操作，直到

当前简化网格变成一个凸多面体（这个凸多面体总是存在的，最坏的情况就是

四面体），这个凸多面体被称为基网格。对每次边折叠简化操作，被删除的两个

顶点被分别局部参数化到该边折叠操作生成的简化网格表面上。这些局部参数

化信息被记录在累进网格表示的相应顶点分裂操作（边折叠操作的逆操作，参

考图 3.5）中。 

 

2) 由于基网格是凸多面体，从基网格的中心投影可以得到相应的球面网格。从初

始球面网格开始，以逆序累进地执行记录在累进网格表示中的顶点分裂操作。

对每次顶点分裂操作，使用局部参数化信息把两个分裂出来的顶点放置在单位

球面上。当所有的顶点分裂操作执行完毕，原始网格的球面参数化就生成了。 

 

下面我们详细描述算法中的一些关键技术，包括保面积的边折叠简化算法、局部参

数化算法、累进球面参数化构造以及均匀参数化。 

 

  

边折叠 边折叠 边折叠 

顶点分裂 顶点分裂 顶点分裂 

 

图 3.4 累进的球面参数化算法 
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3.2.1 保面积的边折叠网格简化算法 

1996 年，Hoppe 提出了累进网格技术［Hoppe1996］。如图 3.5 所示，边折叠操作

}),{( 21 vveecol  把顶点 1v 和 2v 合并一个顶点 v ，顶点分裂操作 )(vvsplit 把顶点 v 分裂成

两个顶点 1v 和 2v ，因此这两个操作互为逆操作。对任意输入网格 nMM  ，通过 n 次边

折叠操作可以把M 简化为基网格 0M ： 

01

011

)( MMMM
ecolecolecol

n

n




  

 

设 },,,{ 110 nvsplitvsplitvsplit  中的顶点分裂操作是相应于集合 },,,{ 110 necolecolecol  中

边折叠操作的逆操作，则从基网格开始执行 n次顶点分裂操作可以恢复出原始网格： 

 

)(
120

10 MMMM n

vsplitvsplitvsplit n




 。 

基网格加上顶点分裂操作集合 }),,,{,( 1100 nvsplitvsplitvsplitM  就被称为网格M 的累进

网格（Progressive Mesh，简称 PM）表示。 

 

对基于边折叠操作的网格简化算法来说，主要是决定两个问题：（1）选择哪条边进

行折叠，即边折叠操作的顺序；（2）如何放置边折叠合并生成的新顶点，即求出新顶点

的坐标。在各种已有的算法中，基于二次误差度量（Quadric Error Metric）的算法效果

最好［Garland1997］。 

 

［Garland1997］的二次误差度量方法的基本思想是最小化新顶点 v到与边 e相关的

所有三角形所在的平面的距离平方之和 )(vDist ： 

 





)(

2TT )()]1   ([)(
estar

zyx vvvDistDist
p

vpv      （3.1） 

其中 T]   [ dcbap 表示 )(eS tar 中三角形所在平面的方程 0 dczbyax ，并且

1222  cba 。 

 

重写式（3.1）： 

 边折叠 

顶点分裂 

1v  
2v  

v  

 

图 3.5 边折叠和顶点分裂操作 
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vQvvKvvppvvppvv
p

p

pp

e

estarestarestar

Dist T

)(

T

)(

TT

)(

TT )())(()( 












 



 （3.2） 

 

其中 pK 被称为基本二次误差矩阵： 























2

2

2

2

dcdbdad

cdcbcac

bdbcbab

adacaba

pK ， 





)(estar

e

p

pKQ 被称为对应于边 e的二次误差矩阵。 

 

最小化 )(vDist 等同于求解 0///  zDistyDistxDist ，这就得到下面的线

性方程组： 







































1

0

0

0

 

1000

34332313

24232212

14131211

v
qqqq

qqqq

qqqq

 

 

如果上面线性方程组可解，则 v的位置由式（3.3）给出；否则取边 e的中点和两个端点

中使得式（3.2）最小的位置作为 v的位置。 







































1

0

0

0

1000

-1

34332313

24232212

14131211

qqqq

qqqq

qqqq

v        （3.3） 

 

基于上面的二次误差度量，简化算法首先计算网格中每条边的最小折叠误差和新顶

点的最优位置，然后循环选出误差最小的边进行折叠。 

 

我们的最终目的是构造球面参数化，构造累进网格只是为了通过分层次的方法来简

化球面参数化的构造过程。例如累进网格中层次为 i 的网格 iM 的球面网格为 iS ，我们希

望在这个基础上能比较容易地构造层次为 1i 的网格 1iM 的球面网格 1iS 。这里我们引

入保面积简化的概念，即希望在简化过程中能使 1iM 和 iM 的表面面积相同。这样的球

面参数化过程就可以被想象成是给一个扁的足球充气，先把具有少数控制点的 iM 吹起

来，然后再吹 1iM ，而 1iM 和 iM 的表面面积相同。 

 

为了在简化过程中保持模型的表面面积，需要最小化下面的目标函数： 





)()(

)()( )(
vStareStar

AreaAreaE v        （3.4） 

显然式（3.4）是非线性的，很难直接求解，我们采用梯度下降法来迭代求近似解。迭代



第三章 累进的球面参数化算法 

41 

初始值用［Garland1997］的方法计算。 

 

这样我们的保面积网格简化算法采用［Garland1997］的方法来决定边折叠顺序和新

顶点的初始位置，然后采用梯度下降法来最小化式（3.4）。尽管这种保面积简化方法的

初始目的只是为球面参数化服务，我们也很惊讶地发现这种方法在简化率很高是还能生

成质量较高的简化网格。图 3.6 给出了一个简化例子。 

 

当然，由于多了保面积的约束，我们的简化算法速度要比［Garland1997］方法慢。

需要指出来的是，在上述球面参数化算法中，并不一定要采用保面积简化算法，事实上

［Garland1997］和［Lindstrom1998］都可以适用。 

 

3.2.2 局部参数化算法 

局部参数化就是把每次边折叠操作删除的两个顶点映射到相应简化网格的表面上，

映射点的位置要能较好反映顶点相对于简化网格的位置。由于映射点一般都在新顶点的

1 环领域内，所以这种参数化被称为局部参数化。MAPS［Lee1998］中借助于保角映射

给出了一种为顶点删除操作中被删除顶点构造局部参数化的方法。据我们所知，还没有

公开发表的为边折叠操作的两个删除顶点构造局部参数化的算法。 

 

如图 3.7 所示边 },{ 21 vve  折叠成顶点 v，我们的局部参数化方法结合了［Lee1998］

中保角映射技术和［Eck1995］调和映射技术：首先用保角映射把顶点 v的 1 环邻居

摊平到一个平面区域U ，然后在保持边界不动的前提下用调和映射把 1v 和 2v 映射到

U 的内部。以 1v 为例，设 )( 1v 落在平面区域U 的某个三角形 '

1T 中，并且 )( 1v 在三角

形 '

1T 中的质心坐标为 ),,( 111  ，即： 

3,112,111,111)( pppv    

其中 ),,( 3,12,11,1 ppp 为三角形 '

1T 三个顶点的平面坐标。则顶点 1v 在局部参数化下被以质心

坐标 ),,( 111  映射到简化网格中对应于 '

1T 的三角形 1T 中。同样， 2v 也可以以质心坐标

),,( 222  被参数化到简化网格的某个三角形 2T 中。 

 

 

(a)原始模型 (b)[Lindstrom1998] (c)本文算法 
 

图 3.6 Dino 模型从 47858 简化到 100 个三角形 
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在构造以顶点 v为中心的保角映射时，首先假设 v为内点，先把它的 1 环邻居顶

点按逆时针方向排序为 }1|{)( vk KkjvN  ，其中 vK 为 v 的入度。令
vKjj 0 ，则

},,{ 1 kk jvj  都是网格中三角形。保角映射把 v映射到原点 T]0  0[)(  v ，其在 )(vN 中

各顶点的值如下： 
T)]sin(  )[cos()( 

kkkk rj  ，     （3.5） 

 

其中 vjk k
r pp  ， 





k

l

jvjk ll

1

),,(
1

ppp ，
vK /2 ， jp 表示顶点的三维坐标。如

果 v为边界顶点， )(vN 构成一个半环，则通过设置上式中的
vK / 和 01  ， )(vN

中的顶点被映射到一个半圆盘区域。 

 

通过上面构造的保角映射就把简化网格中的 )(vN 映射到一个平面多边形，这个

多边形围成了一个多边形区域U 。由于 },{)()()()( 2121 vvvNvNeNvN   ，所以现在

我们可以固定边界不动，通过调和映射把 1v 和 2v 嵌入U 中。即 )( ),()( eNjjj  ，

求 2,1 ,]  [)( T  iyxv iii 。调和映射的目标是最小化下面的弹性能量： 

 





)(},{

2

, )()( 2/1)(
eStarji

jiharm jiwE      （3.6） 

 

其中 jiw , 表示边 },{ ji 的弹性系数。设共享边 },{ ji 的两个三角形为 },,{ 1kji 和 },,{ 2kji ，有： 

 

},,{

2

,

2

,

2

,},,{

2

,

2

,

2

,, 222111
/)(/)( kjijikjkikjijikjkiji AreaLLLAreaLLLw   

 

其中 jiL , 表示边 },{ ji 的长度， },,{ kjiArea 表示三角形 },,{ kji 的面积。如果边 },{ ji 为边界边，

则上式中就少一项。 

 

显然对式（3.6）中的所有变量求偏导数令其为零可以得到一个线性方程组，求解该

线性方程组就可以求出 2,1 ,]  [)( T  iyxv iii 。 
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3.2.3 累进球面参数化构造 

在完成上面两小节介绍的保面积网格简化算法和局部参数化后，我们就得到了带有

局部参数化信息的累进网格表示 }),,,{,( 1100 nvsplitvsplitvsplitM  ，其中 0M 为凸多面体。

从 0M 的包围盒中心向单位球面投影就可以得到初始的球面网格 0S 。从 0S 开始，利用累

进网格中顶点分裂操作记录下来的局部参数化信息可以把前面步骤删除的顶点逐步放

置到单位球面上。 

设累进网格中层次为 i 的网格 iM 的球面网格为 iS ，现在要构造层次为 1i 的网格

1iM 的球面网格 1iS 。从累进网格表示中取出第 i 次顶点分裂 ivsplit 操作，该操作把顶点

v 分裂为 1v 和 2v 。以 1v 为例，它的局部参数化信息为 iM 中的三角形 1T 和质心坐标

),,( 111  ，在球面网格 iS 中找到对应于 1T 的三角形 '

1T ，设 '

1T 三个顶点的三维坐标为

),,( 3,12,11,1 ppp ，我们通过下面的公式把 1v 放置在单位球面： 

)( 3,112,111,111
pppp   Normalizev  

其中 Normalize是向量规一化操作。同样， 2v 也可以被放置到单位球面上。这样就可以

到 1iS 。 

 

在 iS 上分裂出两个新顶点可能会造成新顶点附近的三角形发生翻转。因此，按照上

面的方法放置好新分裂出来的顶点后还要检测有没有三角形翻转。如果发生翻转，可以

用离散 Laplacian 算子对新顶点及其附近顶点取平均，直到得到正确的球面网格。 

 

当累进网格中的最后一个顶点分裂操作 1nvsplit 执行完毕，我们就得到对应于

nMM  的球面网格 nS ，也就得到网格M 的一个球面参数化。 

 

3.2.4 均匀球面参数化 

从实验数据来看，上面通过累进网格和局部参数化构造的球面参数化是比较均匀

的。但由于该方法通过局部参数化来在球面上放置顶点，这些顶点在球面上的位置是局

部优化过的。我们还希望能全局优化这些顶点在球面上的位置使得参数化的伸缩变形较

小。 

首先我们通过局部坐标变换方法把［Sander2001］中的形变度量方法推广到球面参

数化。给定网格M 中的某个三角形T ，设其三个顶点的三维坐标分别为 ),,( 321 qqq ，球

面网格上对应点的坐标为 ),,( 321 hhh 。通过坐标变换，不难把 ),,( 321 hhh 变换为 XY 平

面上的二维坐标 ),,( 321 ppp ，其中 ),( iii tsp 。这样三角形 ),,( 321 qqq 和三角形

),,( 321 ppp 之间定义了一个唯一的仿射变换 qp  ),()( tsSS ： 

  321321213132 ,,,,,,,,)( pppqpppqpppqpppp S  

其中 cba ,, 表示点 cba ,, 构成的三角形的面积。因为是仿射变换，所以 ),( tsS 对 s 和 t 的

偏导数为常数： 
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   AttttttsSSs 2)()()(/ 213132321  qqq  

   AsssssstSSt 2)()()(/ 123312231  qqq  

其中   2))(())((,, 12131312321 ttssttssA  ppp 。我们可以计算 Jacobian 矩阵

]  [ ts SS 的最大奇异值 Γ 和最小奇异值 如下： 

 22 4)()(21 bcacaΓ   

 22 4)()(21 bcaca   

其中 ss SSa  ， ts SSb  ， tt SSc  。由于最大奇异值和最小奇异值表示把参数域中

的单位长度向量映射到三维物体表面上的向量的最大和最小长度，因此 Γ 和 和可以用

来衡量参数化在三角形T 上的变形程度。我们可以为T 定义两种变形度量： 

ΓTLcaΓTL   )(      ,2/)(2/)()( 222   

)(2 TL 对应于均方根变形， )(TL 对应于最大变形。 

对整个网格M ，我们也可以定义两种变形度量： 

 





MT

i

MT

ii

ii

TAreaTAreaTLML )()())(()( 222     （3.7） 

)(max)( i
MT

TLML
i





            （3.8）   

显然式（3.7）和（3.8）定义的变形度量是非线性的，我们通过迭代法来最小化这

种变形。迭代的初始值就是 3.2.3 小节构造初始球面参数化。在每次迭代循环中，选出

变形最大的顶点，调整其在单位球面上的位置使式（3.7）或（3.8）达到较小值。在循

环若干次后就可以得到变形较小的球面参数化。 

 

3.3 实验结果 

由于上述球面参数化算法集成很多技术，因此也较难实现。在本文 DGP 框架的实

现过程中，参数化的设计实现花费了三分之二的时间。为了形象说明本章球面参数化的

过程，我们把 Bunny 模型的参数化过程中的一些中间结果做成一段视频（请参见

BunnySphereMap.gif）。 

为了验证算法强壮性，我们测试了大量复杂的数据，都取得较好的结果。图 3.8 给

出了一些模型的参数化实例。表 3.1 给出了算法运行时间统计（Pentium III, 512M 内存）。 

 

表 3.1 球面参数化运行时间统计（秒） 

模型 Cat Mannequin VenusHead Dino Bunny Horse 

顶点数目 4539 6769 50002 23931 34835 48485 

累进网格生成 57 87 627 246 467 563 

参数化生成 29 50 64 621 695 1192 

总计 86 137 691 867 1162 1755 
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在我们测试过的 10 多个模型中，只有图 3.9 所示的模型失败了。显然，这种模型是

很奇异的，相信其他的 DGP 算法也很难处理这种模型。 

 

 

 

 

(a) Cow 模型 

(h)  

(b) Cat 模型 

(g)  

(c) Fish 模型 

(f)  

(d) Rabbit 模型 

(e)  

(e) Horse 模型 

(d)  

(f) Venus 模型 

(c)  

(g) Feline 模型 

(b)  

(h) Teapot 模型 

(a)  
 

图 3.8 一些典型模型的球面参数化 
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3.4 参数化的均匀性讨论 

尽管我们采用了［Sander2001］的方法来减少球面参数化的变形程度，但从 3.3 小

节的实验结果来看，很多模型的球面参数化变形还是很严重，尤其是那些形状比较复杂

的模型，如 Horse、Feline、Bunny 和 Cow。大家都知道在纹理映射应用中，变形程度大

的参数化会带来纹理映射的不规则和走样。参数化变形对 DGP 算法的影响下章会详细

讨论，本节讨论一些影响网格球面参数化均匀性的因素。 

 

这里我们首先要澄清两个概念：参数化的变形程度和参数化的均匀性。从我个人的

理解来看，变形是相对的概念，即参数化网格相对于原网格的变形；而均匀仅仅是指参

数化网格本身的顶点分布很均匀。如果原网格的顶点分布很均匀，则参数化的均匀性隐

含了参数化的变形程度。本文不区分这两个概念，统称为参数化的均匀性。 

 

从实验结果得到的直观结论是复杂的形状是导致参数化不均匀的主要原因。例如对

人头这样和球面比较接近的模型，参数化就很均匀；而对马这样有 4 条长腿和兔子这样

有 2 个长耳朵的模型，参数化在相应区域就非常不均匀。从另外一个角度考虑，假设网

格模型具有复杂的形状，但其拓扑连接很规则（几乎每个顶点的入度为 6），如果循环对

其球面参数化网格的所有顶点的位置取离散 Laplacian 平均，不难证明最后这个球面网

格会变得非常均匀。为了验证这个观点，我们用［Turk1992］的重采样方法生成另外一

个非常逼近原始兔子的模型，只是这个新的兔子模型的拓扑连接要比原模型规则得多。

 

 
图 3.9 本文算法不能处理的模型 

 

(a)原始模型 (b)(a)的球面参数化 (c)重采样模型 (d)(c)的球面参数化 
 

图 3.9 拓扑连接对参数化均匀性的影响 
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图 3.10 显示了新模型的球面参数化和原模型球面参数化的对比，显然前者要比后者均匀

很多，尤其是兔子耳朵区域。 

 

有些学者意识到网格模型的形状和拓扑连接是有密切联系的，其中最有价值的工作

是由 Isenburg 等人提出的连接形状（Connectivity Shapes）［Isenburg2001］。他们认为拓

扑连接包含了很多形状信息的，对于某个给定形状也存在最适合该形状的拓扑连接。因

此，我们建议在执行本章球面参数化算法前先对模型做预处理，得到较好的拓扑连接，

相信这样能大大提高参数化的均匀程度，进而提高整个 DGP 框架的效率。当然，这个

方法并不能解决所有的问题。 

 

3.5 小结 

本章介绍了作为本文 DGP 框架基础的球面参数化算法，并深入讨论参数化均匀性

的问题。大量实验结果证明了该算法的强壮性。总的来说，本章算法有如下贡献： 

 

1) 提出了一种新的保面积的网格简化算法，该算法能生成更高质量的简化模型。 

2) 结合保角映射技术和调和映射技术，提出了一种新的局部参数化方法。 

3) 结合累进网格技术和局部参数化技术，提出了一种累进构造球面参数化的算法。

该算法运行一遍能为累进网格表示中的每个层次网格都生成球面参数化。实验

结果证明了该算法是目前最强壮、效率最高的球面参数化算法。 

4) 把［Sander2001］的参数化变形度量和优化方法推广到球面参数化，用于均匀

参数化。 
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第四章 保频谱的自适应采样算法 

 

本章介绍保频谱的自适应采样算法，该算法和上章介绍的球面参数化一起构成本文

DGP 框架的两个核心技术。首先我们分析第二章介绍的均匀采样方法的缺点，并深入讨

论了 DGP 中参数化和采样的关系；第二节进一步分析了参数化的不均匀性对信号频谱

的影响，得出了能量迁移论断；第三节描述我们设计的保频谱自适应采样策略；最后是

本章小结。 

 

4.1 问题的提出 

通过第二章对本文 DGP 框架各流程的介绍和第三章描述的球面参数化算法，给出

了本文 DGP 算法所涉及的一些技术细节。事实上，上述算法已经足够处理所有网格模

型的几何信号，而且对一些模型也能取得较好的效果。那么本章要描述的自适应采样在

DGP 框架中有什么作用呢？ 

 

在第三章对参数化均匀性的讨论部分，我们已经提到即使采用改善拓扑连接的方

法，某些具有复杂形状的网格模型的参数化还是很不均匀。例如图 4.1 所示的 Dino 模型

有四条腿和很狭长的脖子，腿和脖子区域的球面网格的顶点分布密度很大，非常不均匀。

从 2.2.3 小节知道，为了使用快速球面调和变换，必须沿球面的经纬方向均匀采样球面

信号，而且公式（2.10）计算出的采样误差必须小于用户给定的精度要求 。不难理解

为了保证有足够的采样点能捕捉到顶点分布密度很大的区域中的信号会导致采样率的

大幅度增加，而采样率的增加会增加算法的运行时间和所需内存。图 4.2 给出了 Dino

 

(a)原始模型 (b)球面参数化 
 

图 4.1 Dino 模型的球面参数化 



浙江大学博士学位论文 

50 

模型在不同采样率下重构出来的结果，注意到即使在较高的采样率下，重构出来的模型

和原模型之间的差别还是较大，特别实在头、尾巴和脚区域。 

 

这里存在着另外一个问题：尽管定义在网格M 表面上的几何信号 MF 通过球面参数

化被转换为定义在单位球面网格 S 表面上的信号 SF ，信号 MF 和 SF 在 Fourier 意义上的

频谱一致吗？如果把频谱和 MF 不一致的信号 SF 分解到频率域，处理后再合成回空间域

会带来什么问题？第二章介绍的 DGP 框架隐含地认为 SF 和 MF 的频谱是一致的。实际

上这取决于参数化的均匀性，下节我们会详细分析参数化是如何影响信号频谱的。 

 

从本人的理解来看，DGP 本质上包含了两个问题—参数化和采样，这两个问题也是

DGP 框架中的两个最重要流程。这一点可以从基于子分网格的 DGP 算法得到验证，这

类算法首先要构造定义在基网格上的参数化，然后做子分采样。本文 DGP 框架也是先

做球面参数化，再做采样。不同的是，为了采用快速球面调和变换，我们的采样是在球

面经纬方向的均匀采样；而子分网格算法为了采用子分小波，则进行子分采样。参数化

的均匀性是大家一致追求的目标，但即使是目前最好的参数化算法也无法保证参数化的

绝对均匀性。事实上，不同的参数化算法采用不同的伸缩变形度量方法，因此得到的结

果都仅仅是在该度量方法下的最小变形参数化。具体到我们的球面参数化，当模型的形

状很复杂时，无论采用哪种优化算法，参数化都是很难均匀的。因此，我们提出了另外

一个思路：参数化阶段无法处理的问题，能不能在采样阶段处理？ 我们期望通过自适

应采样来解决参数化非均匀引起的频谱变化问题。 

 

在介绍我们的自适应采样算法前，先来看看参数化究竟如何影响信号频谱。 

 

4.2 参数化对信号频谱的影响 

我们先来研究二维曲线参数化的情况，再把结论推广到三维表面。 

 

 

(a)128128 (b)256256 (c)512512 (d)10241024 
 

图 4.2 Dino 模型在不同采样率下重建出来的结果 
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如图 4.3 所示，设 ),,,( 21 nPPPC  为一段离散化的曲线，长度为 L； f 是定义在C

上的分段线性函数， ),,2,1( )( nifPf ii  。假设C 被同构映射 'CC
 映射到另一条长

度为 'L 的曲线 'C ， ')(' iiCC
PP 


。这样我们就得到了一个定义在曲线 'C 的新函数 'f ，

iii fPfPf  )()( '' 。类似于第二章中网格顶点分布密度的定义（2.1），我们可以定义曲

线上的顶点分布密度： 

iiii

iC
PPPP

L
PD




 11

3
)(  

''

1

'

1

'

'
' 3
)('

iiii

iC
PPPP

L
PD






 

 

其中 )( iC PD 表示曲线C 上点 iP 处的顶点分布密度， )( '
' iC

PD 表示曲线 'C 上点 '

iP 处的顶点

分布密度。 

 

设 )(sF 和 )(' sF 分别函数 f 和 'f 的 Fourier 变换。现在我们来分析曲线C 上点 iP 的某

个邻域 )( iP ，如果函数 f 分布在邻域 )( iP 内的能量分布在频谱 )(sF 的区间 ),( ba ss 内，

我们希望知道函数 'f 分布在 ))(( iP 内的能量分布在频谱 )(' sF 的什么区域。 

 

考虑 )( iP 内的一点 PPi  及其映射点 '' PPi  ，不失一般性，我们可以假设 )( iP

内所有点的分布密度都为 )( iC PD ， ))(( iP 内所有点的分布密度为 )( '
' iC

PD ，则我们可

以很容易得到下面的式子： 

)(

)( '

' '

iC

iC

PD

PD
PP          （4.1） 

 

另外，根据 Fourier 变换的平移定律，函数平移不会改变其 Fourier 变换的幅值，而

只是改变实部和虚部之间的能量分布。所以，我们可以假设 iP 和 '

iP 分别为函数 f 和 'f 的

原点而不会影响对上述问题的分析。这样可以得到下面的式子： 

 

图 4.3 曲线参数化 
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))(()
)(

)(
()()( '

'

''' '

i

iC

iC PRPf
PD

PD
PfPfPf     （4.2） 

其中
)(

))((

)(

)(
)(

''

'

iC

iC

iC

iC

i
PD

PD

PD

PD
PR


 。 

   

对式（4.2）进行 Fourier 变换： 

 

)
)(

(
)(

1
)))((())(()( ''''

ii

i
PR

s
F

PR
PRPfFTPfFTsF    （4.3） 

 

从式（4.3）不难推出，函数 'f 分布在 ))(( iP 的能量（对应于 f 分布在邻域 )( iP

内的能量）分布在频谱 )(' sF 中的区域 ))(,)(( biai sPRsPR 。因此，我们可以做出下面的能

量迁移论断（Energy Shifting Affirmation）：  

 

1) 如果 1)( iPR ，即参数曲线在 '

iP 的顶点分布密度和原始曲线在 iP 的顶点分布密

度相等，则参数化不会影响频谱能量分布（图 4.4(a)）。 

2) 如果 1)( iPR ，即参数曲线在 '

iP 的顶点分布密度大于原始曲线在 iP 的顶点分布

密度，则参数化会导致分布在 iP 局部邻域内的能量从较低频率段迁移到较高频

率段（图 4.4(b)）。 

3) 如果 1)( iPR ，即参数曲线在 '

iP 的顶点分布密度小于原始曲线在 iP 的顶点分布

密度，则参数化会导致分布在 iP 局部邻域内的能量从较高频率段迁移到较低频

率段（图 4.4(c)）。 

 

 

F(s) F(s) 

F’(s) 
F’(s) 

F(s) 

F’(s) 

(a) (b) (c) 
 

图 4.4 频谱能量迁移 
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同样也可以对三维网格进行类似的分析。如图 4.5 所示，我们可以分析网格M 表面

上一点 P 的邻域内的能量迁移。尽管这个问题可以沿图中所示的网格表面的两个主曲率

方向u 和 v分解为两个独立的曲线问题，这样的计算复杂度太高。我们的方法是采用第

二 章 式 （ 2.1 ） 来 计 算 顶 点 分 布 密 度 )(PDM 和 )( '
' PD

M
， 它 们 的 比 值

)(/)()( '
' PDPDPR MMa  就被用在上述能量迁移论断中。当参数化沿两个主曲率方向的

变形程度一致时， )(PRa 就能很好地刻画 P 点的邻域内的能量迁移问题。 

 

从上面的分析可以看出不均匀参数化会导致转化后的几何信号的频谱和原几何信

号的频谱不同，如果直接对新信号的频谱进行处理可能会得不到期望的结果。图 4.6 给

出了对图 4.1 中的 Dino 模型进行低通滤波的结果，上面一排是直接对参数化得到的球面

信号处理的结果，下面一排是先调用下节将要介绍的自适应采样方法然后再滤波的结

果。前面已经提到了，Dino 模型参数化在腿和脖子区域不均匀，顶点分布密度很大。根

据上面的能量迁移论断，较大的顶点分布密度会导致该区域的能量从低频率段迁移到高

 

图 4.5 曲面参数化 

 

 

图 4.6 均匀采样和自适应采样低通滤波结果比较 
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频率段，当直接对球面信号低通滤波时，滤掉的一部分高频能量实际上对应于原信号的

低频能量。这就解释了为什么图 4.6 上面一排的滤波结果会出现 Dino 的腿和脖子部分消

失得特别快。 

 

根据上面的分析，在采用球面调和变换进行频率分解前，我们必须先得到一个频谱

和原信号频谱相近的球面信号。这样才能保证在频率域的后继处理能得到期望的结果。 

 

4.3 保频谱的自适应采样策略 

根据上节的能量迁移论断，为了得到具有和原信号频谱相近频谱的球面信号，必须

构造一个具有和原网格的顶点分布密度相近的球面网格。从第三章的分析知道，某些形

状复杂的模型的球面参数化网格是很难均匀的。因此我们设计了一种自适应采样方法来

得到具有和原信号相近频谱的球面信号。 

在描述该自适应采样方法前，我们先定义一个衡量两个网格模型（这两个网格的拓

扑连接可以不同）顶点分布密度相似程度的度量标准。设 'MM 
 是从网格M 到网格 'M 的

同构或同形映射，如果下式满足则称网格M 和 'M 在映射 'MM 
 下具有相同的顶点分布

密度： 

 




||

0

|})({}))({(|
||

1
''

M

i

MMMM
iDiD

M
     （4.4） 

 






||

0

1

'

'

'' |})({}))({(|
||

1 M

i
MMMM iDiD

M
     （4.5） 

其中， 是用户指定精度要求。如果网格M 和 'M 具有相同的顶点分布密度，则定义在M

表面上的几何信号和由 'MM 
 转换过去的定义在 'M 表面上的信号被认为具有相同的频

谱。 

如图 4.7 所示，设网格模型M ，其球面参数化网格为 0S ，参数化映射为
0SM  。我

们的自适应采样方法包括两步：（1）构造具有均匀顶点入度分布的球面网格 1S ，显然投

影映射
10 SS  为 0S 和 1S 之间的同形映射， 0S 和 1S 在投影映射

10 SS  下具有相同的顶点分

布密度；（2）重新分布球面网格 1S 的顶点得到球面网格 2S ， 1S 和 2S 具有相同的拓扑连

接，显然它们之间存在同构映射
21 SS  ， 2S 和网格 M 之间存在同形映射

010212 SMSSSSSM   ， 2S 和M 在同形映射
2SM  具有相同的顶点分布密度。这样定

义在网格M 上的几何信号通过同形映射
2SM  转换到球面网格 2S 的几何信号被认为具

有和原信号相同的频谱。 

 

选择具有有均匀顶点入度分布的球面网格作为采样球面是为了可以方便地重新分

布这种球面网格的顶点使其分布密度满足任意要求。在我们的目前实现中， 1S 被初始化

为从 60C 分子模型子分得到的均匀球面网格，这种网格除了 6 个顶点的入度为 5 之外，
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其他顶点的入度都为 6。子分的次数一般是使得 1S 的顶点数目大于原始网格M 顶点数目

的 4 倍以上（类似于 Nyquist 采样定律）。然后通过下面的步骤来完成采样过程，第一步

的目的是用顶点分布密度和网格 0S 相同的球面网格 1S 来采样球面信号，第二步的目的是

生成顶点分布密度和原始网格M 相同的球面网格 2S 。 

 

1) 采用下面的松弛算子重新分布网格 1S 中每个顶点 }{i 的球面位置 ip ，使得其顶点分

布密度和网格 0S 相同： 

))(
)(

1
(

})({

})({}{


 




iNj

jj

iNj

j

new

i ppR
pR

Normalizep  

其中 )(/)()(
1

'

1 jSjj pDpDpR  ， ))(()( 1'

1 100 jSSSj pDpD 

 。一旦顶点 }{i 的位置被更

新， )('1 ipD 和 }))({)((
1

iNjpD jS  也要做相应的更新。这个松弛迭代过程会执行若

干次或者式（4.4）和（4.5）被满足。 

 

2) 复制球面网格 1S 得到 2S ，采用类似于第一步中的松弛算子重新分布 2S 中的每个顶

点 }{i 的球面位置 ip ，使得其顶点分布密度和原始网格M 相同。与第一步不同的是

)(/)()(
2

'

2 jSjj pDpDpR  ，其中： 

))))(((())(()( 1111'

2 211002 jSSSSSMMjSMMj pDpDpD 













  。 

 

另外，当顶点 }{i 的位置被更新， }))({)((
2

iNjpD jS  也要做相应的更新。 

 

 

图 4.7 自适应采样方法 
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通过上述过程可以把定义在网格 M 上的几何信号通过同形映射
2SM  转换到球面

网格 2S ，而且两个几何信号被认为具有相同的频谱。这样我们就可以对球面 2S 上的几

何信号做规则采样、调和分析和处理了。当然，信号重构时还必须调用逆映射 1

2



 SM 。 

 

图 4.6 中第二行的结果就是用上述自适应采样方法处理后再滤波的结果。显然，腿

和头部收缩的现象得到了很大的改进。另外，滤波的结果也比直接均匀采样处理的结果

光滑。当然，采用自适应采样方法会带来额外的时间和空间代价。 

 

4.4 小结 

本章介绍了本文 DGP 框架中另一个核心技术—保频谱的自适应采样算法。为了解

决参数化不均匀的问题，我们提出了在采样阶段处理这个问题的崭新思路。通过分析参

数化对信号频谱的影响，我们设计了一种巧妙自适应采样方法，并取得了较好的实验结

果。下面总结了本章的贡献： 

 

1) 通过分析参数化对信号频谱的影响，提出了能量迁移论断，即参数化网格的顶点分

布密度与原始网格的顶点分布密度不同会导致能量在频率段之间发生迁移。该论断

不仅仅是针对球面参数化，还适用于所有的参数化。 

2) 引入顶点入度分布均匀的球面网格来采样几何信号，并通过松弛迭代使得这个球面

网格的顶点分布密度与原始网格模型相同，从而得到具有和原信号频谱相同的球面

信号。 

 

需要指出的，尽管本章介绍的自适应采样算法能取得较好的实验结果，为了满足式

（4.4）和（4.5）对顶点分布密度的要求，松弛迭代过程通常在 100 次以上，这个时间

代价很高。而且从式（4.4）和（4.5）就推出信号频谱相同的结论只是一种工程近似。

因此，如何更高效地在采样阶段处理参数化不均匀的问题还有待进一步的研究。 
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第五章 几何信号处理 

 

本章介绍在本文提出的 DGP 框架下实现的几个典型的 DGP 应用，并给出了大量实

验结果说明算法的强壮性。第一节介统信号几何信号滤波和增强，包括频域滤波和卷积

滤波；第二节介绍多个模型之间的细节和纹理传输；第三节介绍多分辨率几何信号编辑，

这一功能很好地说明了本文 DGP 框架如何支持几何信号在空间域和频率域之间的自由

切换；第四节介绍在 Fourier 变量域内差值的网格变形算法；最后是本章小结。 

 

5.1 几何信号滤波与增强 

由于能表示任意拓扑、形状的模型并且适合图形硬件处理，多边形网格在图形学中

被广泛应用。除了用造型软件搭建网格模型外，更多的模型是通过三维扫描和三维重建

得到的［Amenta1998，Curless1996，Hoppe1992，Hoppe1993，Hoppe1994］。由于三维

扫描不可避免地带来测量噪声和误差，所以重建后的网格模型表面一般都会有凹凸不平

的细小噪声。和数字图像处理一样，我们需要设计能去掉这些噪声的低通滤波器。另一

方面，一些数字几何处理应用也需要类似于数字图像处理中的带阻滤波器和增强滤波

器。事实上，滤波是传统信号处理中最普遍的应用，很多信号处理问题最后都可以归结

为滤波器设计问题。 

 

对数字几何处理应用来说，滤波最大的作用是去噪声和光顺造型。尽管去噪声和光

顺本质上就是低通滤波，但在很多学者提出的网格光顺算法［Desburn1999，Greiner1995，

Guskov1999，Heckbert1997，Kobbelt1997，Liu2001，Morton1990，Taubin1995，Taubin1996，

Vollmer1999，Welch1992］中，除了［Taubin1995，Taubin1996］基于信号处理方法，其

它算法都是从带约束的能量最小化出发来设计光顺算子。在本文 DGP 框架下，几何信

号被分解到真正的 Fourier 变量域，传统的滤波器设计方法都可以用来根据不同的需求

设计优化的滤波器，这使得本文框架能最大限度地满足各种滤波应用的需求。 

 

本章只介绍线性滤波器的设计和实现，我们有两种选择，一种是直接在频率域控制

各频率段的能量，另一种是设计卷积核来进行卷积滤波。 

 

5.1.1 频域滤波 

根据第二章介绍的球面调和变换，对采样率为 BB 22  的规则球面信号 ),( F ，通
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过球面调和变换分解为 2B 个调和系数 }||,0|),({ lmBlmlf  。这些调和系数表示信号

在对应频率 22 ml  处的幅值，较大的 22 ml  对应较高频，较小的 22 ml  对应低频。

对模型的位置坐标信号来说高频对应模型表面的细节，而低频对应模型的整体形状。 

 

因此，在频域内设计滤波器可以通过定义一个所谓的滤波函数 ),( mlg ，用 ),( mlg 乘

以原信号的频谱 ),( mlf 得到新的频谱 ),(' mlf ： 

),(),(),(' mlfmlgmlf   

 

例如，理想低通滤波器（即高频截至） ),( mlg 可以设置为： 





 


                          1

   0
),(

22

否则

如果 lKml
mlg  

为了减少振铃效应（Ringing），提高滤波结果的光滑性，我们还可以采用梯形低通滤波

器： 


















否则

如果

如果

)/()(

   1    

   0    

),(
22

22

22

abb

a

b

KKmlK

Kml

Kml

mlg  

 

同样的，理想带阻滤波器可以设置为： 





 


                                    1

   0
),(

22

否则

如果 ba KmlK
mlg  

读者不难推出梯形带阻滤波器的形式。图 5.1 显示了上述几种低通滤波器的波形。 

 

图 5.2 给出了 VenusHead 模型进行理想滤波的结果，5.2(a)是原始模型，5.2(b)、5.2(c)

 

0 

1 

K 
Kl 

0 

1 

K 
Ka Kb 

(a)理想低通滤波器 (b)梯形低通滤波器 

(c)理想带阻滤波器 

0 

1 

K 
Ka Kb 

0 

1 

K 

(d)梯形带阻滤波器 

 

图 5.1 低通滤波器 
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和 5.2(d)是低通滤波的结果（ lK 分别为 80、20 和 2），5.2(e)和 5.2(f)是带阻滤波的结果

（ ),( ba KK 分别为（10,20）和（20,40））。注意到 5.2(d)是低通滤波进行到极限时候的结

果，生成了一个非常光滑的椭球。图 5.3 给出了对 Bunny 模型进行理想滤波和梯形滤波

的比较结果，(a)是理想低通滤波的结果，从左到右参数分别为 30、20 和 10，(b)是梯形

低通滤波的结果，从左到右参数分别为（25,35）、（15,25）和（5,15）。不难看出梯形滤

波的结果比理想滤波的结果要光滑一些。 

 

为了和其它光顺算法做比较，我们还实现了目前最好的处理顶点位置坐标信号的算

法［Guskov1999］。图 5.4 的上面一行是［Guskov1999］算法低通滤波的结果，第二行

是本文算法的结果。注意到当低通滤波进行到极限的时候，本文算法总是得到椭球模型。

这和图像处理中的低通滤波结果是吻合的，即对一幅图像做低通滤波的极限结果是一幅

只有一种颜色的图像。而［Guskov1999］方法的极限滤波结果还带有原始模型的很多特

征，比如图中 Horse 模型 4 条细长的腿。这是由本文信号处理框架坚实的理论基础决定

的。图 5.5 还给出了对 Dino 模型做处理的对比结果。 

 

(a)原始模型 (b)低通滤波 1 (c)低通滤波 2 

(d)低通滤波 3 (e)带阻滤波 1 (f)带阻滤波 2 
 

图 5.2 Venushead 模型的理想滤波 
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(a)理想低通滤波结果，从左到右参数分别为 30、20 和 10。 

(b)梯形低通滤波结果，从左到右参数分别为（25,35）、（15,25）和（5,15）。 
 

图 5.3 Bunny 模型理想滤波和梯形滤波比较 

 

图 5.4 ［Guskov1999］和本文算法对 Horse 模型进行低通滤波的结果比较。 
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图 5.5 ［Guskov1999］和本文算法对 Dino 模型进行低通滤波的结果比较。 

 

(a)原始模型 (b)低通滤波结果 (c)带阻滤波结果 
 

图 5.6 Planck 模型法向量滤波 

 

(a)原始模型 (b)理想低通滤波结果 (c)理想带阻滤波结果 
 

图 5.7 Earth 模型的颜色信号滤波结果 
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另外，本文框架对法向量和颜色属性也是统一处理的。图 5.6 给出了对 Planck 模型

的法向量进行滤波的结果，(a)是原始模型，(b)是理想低通滤波（ lK 为 32）结果。(c)

是带阻滤波（ ),( ba KK 为（10,20））结果。图 5.7 给出了对地球颜色模型滤波的结果，(b)

的参数是 64，(c)的参数是（8,24）。图 5.8 是对 Bunny 模型的颜色信号进行滤波的结果，

(b)、(c)和(d)的参数分别为 128、32 和 1，(e)和(f)的参数分别为（4,16）和（32,64）。值

得指出的是，在所有的几何信号处理文献中，本文第一次给出了对法向量和颜色数据进

行滤波的结果。 

 

5.1.2 卷积滤波 

尽管卷积是很多信号处理应用（如去卷积、去噪声和特征增强）的关键操作，目前

还没有算法显示定义并实现了几何信号的卷积操作。而在本文 DGP 框架下，卷积在单

位球面上有精确的定义和快速计算方法。 

 

在数学上，两个球面信号 )(, 22 SLHF  的卷积定义为： 





)3(

1 )()()(
SOg

dgwgHgFwHF   

   

(a) 原始模型   ( b ) 理想滤波 结果 1   ( c ) 理想滤波 结果 2   

(d ) 理想滤波结果 3   ( e ) 带阻 滤波 结果 1   ( f ) 带阻 滤波 结果 2   
 

图 5.8 Bunny 模型的颜色信号滤波结果 
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类似于经典 Fourier 变换和卷级的关系，球面调和变换和球面卷积有下面的关系： 


 


0 ||

)0,(),(
12

4
2),(

l lm

lhmlf
l

mlhf


  

其中 ),( mlf 和 ),( mlh 分别为 F 和H 的球面调和变换。这样，借助于快速球面调和变换和

快速球面调和逆变换就可以得到带宽有限信号的快速卷积计算方法。对细节感兴趣的读

者可以参考文献［Driscoll1994］。 

根据不同应用的需要设计卷积核是信号处理理论的重要研究内容，本文不对这一方

向进行深入讨论。这里给出最简单的 Gaussian 卷积核的例子。我们把球面上的 Gaussian

函数定义如下： 
22 2/),(   eG  

其中 被称为标准偏差， 和 都是以角度为单位。 

 

图 5.9 给出了对 Bunny 模型做 Gaussian 卷积滤波的结果，从左到右 =5，10，80。

图 5.10 是对 Mannequin 进行卷积滤波的结果。 

 

 

5.1.3 信号增强 

信号增强是滤波的特例，例如图像处理中就有用来增强边缘的滤波器。这里我们采

用频域滤波的方法来对几何信号的任意频段进行增强，可以生成很多有意思的结果。比

如可以增强模型的局部细节（高频），或者模型的某些整体形状（低频）。 

 

 

 

图 5.9 Bunny 模型 Gaussian 卷积滤波 

 

 

图 5.10 Mannequin 模型 Gaussian 卷积滤波 
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最简单的，函数 ),( mlg 设置如下： 





 


                                    1

   
),(

22

否则

如果 ba KmlK
mlg


 

其中为信号增强的倍数。当然也可以设计类似于梯形滤波器的增强函数。 

 

图 5.11 给出了对 VenusHead 模型的顶点位置坐标进行增强的结果，其中 都设为 2，

从左到右 ),( ba KK 分别设置为（8,16）、（16,32）和（32,256），表示对不同的频率段增强

的结果。图 5.12 给出了对 Bunny 模型的顶点位置坐标增强的结果，参数和 VenusHead

一样。图 5.13 是对 Bunny 模型的颜色信号进行增强的结果，从左到右 ),( ba KK 分别设置

为（2,16）、（16,32）和（32,256）。注意这种颜色增强的效果和图像中的增强效果有一定

的相似性，这种方法能在一定程度改善表面纹理合成中颜色模糊的问题［Wei2001，

Turk2001］。图 5.14 是对 Planck 模型的法向量进行增强的效果，从左到右 ),( ba KK 分别

设置为（1,16）、（16,32）和（32,256）。 

 

5.2 细节与纹理传输 

由于球面参数化能把各种不同的网格模型映射到统一的单位球面上，所有的几何信

号都共享同一个参数域，在多个模型之间传输属性就变得很容易。当然，不同模型的球

面参数化网格还要根据一些用户指定的特征进行对齐（5.4.1 小节会介绍特征对齐算法），

这样才能保证属性传输到合适的位置。 

 

模型的表面细节对应于高频分量。因此，把一个模型 A的细节传输到另一个模型B

可以通过对 A的信号频谱进行高通滤波后加到 B 的信号频谱上得到一个新信号频谱，最

后从该频谱中重建模型。最简单高通滤波器可以设计如下： 





 


                          1

   0
),(

22

否则

如果 hKml
mlg  

 

设模型 A和模型 B 的信号频谱分别为 ),( mlf A 和 ),( mlfB ，则把 A的频率大于 hK 的

高频细节传输到模型 B 可以计算如下： 

),(),(),(),(' mlfmlgmlfmlf ABB   

从 ),(' mlfB 就可以重构出相应的模型。 

 

事实上，我们还可以把多个模型的细节或者形状传输到另外一个模型： 

),(),(),(),(),(),( 11

' mlfmlgmlfmlgmlfmlf nnBB    

 

图 5.15 给出了 VenusHead 模型的表面细节和一个人头模型的纹理传输到 Mannequin

模型的结果，5.15(a)是移去细节的 VenusHead 模型，5.15(b)是加上细节的 Mannequin 模

型，图 5.15(c)是原始带纹理的人头模型，图 5.15(d)是纹理传输得到的 Mannequin 模型。 
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图 5.11 Venushead 模型的位置坐标增强 

 

 

图 5.12 Bunny 模型的位置坐标信号增强 

 

 

图 5.13 Bunny 模型的颜色信号增强 

 

 

图 5.14 Planck 模型的法向量增强 
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5.3 多分辨率几何信号编辑 

很多几何造型软件都提供对网格模型进行编辑的功能，例如把图 5.16(a)所示的模型

编辑成图 5.16(d)所示的模型。由于原模型可能包含成千上万的顶点（如图 5.16 中的 Cat

模型包含 5000 左右的顶点），直接在原模型上进行编辑操作需要移动成百上千的顶点；

而且为了保证编辑后模型的光滑性，移动这些顶点的时候必须特别小心。因此，直接在

原始模型上进行编辑是非常耗时耗力的方法。为了解决这个问题，人们提出了一些多分

辨率编辑算法。 

 

多分辨率编辑的基本思想是先为原始模型生成一个低分辨率的模型（如图 5.16(b)），

对这个低分辨率模型进行编辑（如图 5.16(c)），然后采用某种自动的方法从编辑后的低

 

(a) (b) (c) (d) 
 

图 5.15 细节和纹理传输 

 

(a)原始模型 (b)低分辨率模型 (c)编辑后的低分辨率模型 (d)高分辨率模型 

(1)信号频谱差 (2)加上原信号频谱 (3)信号重建 

 

图 5.16 多分辨率信号编辑 
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分辨率模型生成相应的高分辨率模型（图 5.16(d)）。由于低分辨模型的顶点数目较少，

编辑操作可以很方便地完成（例如从图 5.16(b)编辑生成图 5.16(c)只需要移动 4 个顶点）。

为原始模型生成低分辨率模型可以采用比较成熟的网格简化算法。因此，多分辨率编辑

技术的主要难点是如何自动地从编辑后的低分辨率模型生成相应的光滑的高分辨率模

型。 

在第一章绪论中介绍现有的 DGP 算法时，我们已经提到了现有的几种多分辨率编

辑算法［Zorin1997，Kobbelt1998，Guskov1999］。尽管这些方法的实现技术不相同，如

［Zorin1997］是基于子分曲面，［Kobbelt1998］基于多分辨率网格光顺和网格简化，

［Guskov1999］基于非均匀松弛算子和网格简化，它们在从低分辨率模型恢复高分辨率

模型时都通过用局部坐标系下相邻分辨率模型间的细节差，这种细节差是在从原始模型

生成低分辨率模型的过程中计算并且存储起来的。 

 

在本文 DGP 框架下，多分辨率编辑充分利用了信号在空间域和频率域之间自由切

换的功能，编辑操作在空间域中进行，计算在频率域中进行，最后的结果又回到空域。

而且由于我们的 DGP 框架能处理各种信号，本文的多分辨率编辑算法还可以对颜色和

法向量进行编辑，因此被称为多分辨率几何信号编辑。 

 

5.3.1 算法描述 

设输入网格模型为M （图 5.16(a)），首先为它构造球面参数化网格 S （图 5.17(a)），

并计算几何信号的频谱 ),( mlfM ；然后为网格M 构造合适层次的低分辨率网格 iM （图

5.16(b)）及其对应的球面参数化网格 iS （图 5.17(b)），计算几何信号的频谱 ),( mlf
iM 。

对 iM 执行编辑操作得到 '

iM （图 5.16(c)），如果 iM 和 '

iM 具有相同的拓扑连接，它们就

对应与同一个球面参数化网格 iS ，因此可以计算 '

iM 的几何信号频谱 ),(' mlf
iM

，然后我

们通过下面的方法自动生成对应于 '

iM 的高分辨率模型 'M （图 5.16(d)）： 

 

1) 计算频谱 ),( mlf
iM 和 ),(' mlf

iM
之间的差 ),(),(),( ' mlfmlfmld

ii
MM

 。 

2) 把上述频谱差加入原信号频谱得到新频谱 ),(),(),(' mldmlfmlf MM
 。 

3) 从新频谱 ),(' mlf
M

重构网格 'M 。 

 

(a)原始模型球面参数化 (b)简化模型球面参数化 
 

图 5.17 Cat 模型的球面参数化 



浙江大学博士学位论文 

68 

从上述描述可以看出，我们的多分辨率编辑算法通过把编辑操作的效果计算为频谱

差避免了建立局部坐标系和计算不同分辨率层次之间的细节差。这种在频域中进行计算

的方法大大简化了传统多分辨率编辑算法的复杂程度，而且运行速度很快。这种多分辨

率编辑算法也很好地说明了本文 DGP 对几何信号在空间域和频率域之间自由切换的支

持。 

需要特别指出的是，虽然我们的累进球面参数化算法运行一遍就能为累进网格表示

中的所有层次网格生成相应的球面参数化网格。例如第 i 层次网格 iM 对应的球面参数化

网格为 iS ，由于参数化算法在运行过程中为了处理三角形翻转问题可能会移动球面网格

上在前面步骤就放置好的顶点，而且在均匀化球面参数化时也会移动球面网格的顶点；

因此，球面参数化网格 iS 和最后生成的 M 的球面参数化网格 S 之间可能对应得不好。

例如球面参数化网格 5.17(a)对应猫头的区域和图 5.17(b)对应猫头的区域就可能会错位。

因此，我们不能为低分辨率模型采用在累进球面参数化算法中生成的参数化网格。我们

的方法是从M 及其球面参数化网格 S 出发，进行半边折叠网格简化来生成低分辨率模型

及其球面参数化网格。在进行半边折叠过程中必须保证球面网格的正确性。 

 

5.3.2 算法实现 

我们已经在微机上实现了上述多分辨率编辑算法，该系统能对包括顶点位置、颜色

和法向量在内的各种属性进行多分辨率编辑。系统支持的编辑操作有平移、缩放和旋转

等。为了支持实时交互式编辑，系统中必须预计算和存贮采样和重建过程中需要的插值

参数，球面参数化也必须预计算。 

图 5.18 给出了对 Cat 模型进行各种编辑操作的结果，(a)是通过平移和旋转操作得到

的，(b)是通过放缩操作得到的。图 5.19 给出了对 Planck 模型编辑的结果。 

 

5.4 可调度的 Fourier 网格变形 

网格变形（Mesh Morphing）是指将一个网格模型连续、光滑地变为另一个网格模

 

(a) 平移与旋转 (b) 放缩 
 

图 5.18 Cat 模型的多分辨率编辑结果 
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型的过程，中间生成的模型同时具有源模型和目标模型的特征。因为可以利用网格变形

生成逼真和生动的动画效果，这种技术在影视特技、广告行业得到广泛的应用。 

 

一般来说网格变形算法分由三步组成： 

1) 建立源物体表面上点和目标物体表上点的对应关系，这被称为对应问题。特别

重要的是这种对应必须确保两个模型上用户指定或自动检测的特征的对齐。 

2) 为所有模型生成一致的拓扑连接。 

3) 确定顶点插值路径。 

 

上述三步中，对应问题是最难的。尽管很多学者提出了很多算法来试图解决这个问

题，目前还没有一个通用的方法。这些方法的共同之处是为参与变形的所有模型找到一

个公共的参数域，通过把这些模型映射到这个公共的参数域来建立它们之间的对应。网

格变形算法常用的参数域有球面和基网格。除了 Kent 等人把两个星形多面体投影到单

位球面上来建立对应外［Kent1992］，还有［Alexa2000a，Isenburg2001，Shaprio1998］

给出了球面参数化方法。在为模型构造球面参数化之后，必须重新分布球面参数化网格

的顶点来对齐用户指定的特征。现有的以球面为参数域的变形算法只能处理亏格为零的

模型。以基网格作为参数域的算法通常需要把网格模型分成若干片，在分片过程中往往

考虑了用户指定的特征。Kanai等人把整个模型分成单独的一片［Kanai1997，Kanai1998］，

这种方法只能处理亏格为零的网格。第一章介绍过的［Eck1995，Lee1998］是比较好的

自动分片算法。Lee 等人采用 MAPS［Lee1998］方法先为每个模型单独构造基网格上的

参数化，然后把不同的基网格合并成一个共同的基网格［Lee1999］。但这种方法必须假

设这些不同的基网格的形状是相似的，不能处理形状相差较远的模型。还有些学者通过

用户交互来对网格模型分片［Bao1998，Decarlo1996，Gregory1998，Kanai2000，

Praun2001，Zöckler2000］。 

 

通常有两种方法来为参与变形的模型生成一致的拓扑连接：拓扑合并和重采样。前

者把所有模型的拓扑连接合并起来生成新拓扑。后者直接在参数域上重采样得到新拓

扑，最常用的采样方法是子分采样［Eck1995，Lee1998］。 

 

顶点插指路径问题相对比较简单，最常用的有线性插值［Kent1992，Gregory1998，

 

(a) 鼻子和耳朵 (b) 眼睛和嘴巴 
 

图 5.19 Planck 模型的多分辨率编辑结果 
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Zöckler2000］，或者在线性插值之前先做刚体变换［Cohen1998a，Cohen1998b］或仿射

变换［Alexa2000］。更复杂的方法是对模型的不同部分单独处理［Lee1999］。 

 

在体数据变形的研究中，Hughes 最先提出在 Fourier 变量域插值的算法

［Hughes1992］。这种方法对不同的频率段采用不同的插值函数，为控制不同频率成分

参与变形过程提供了一条新的思路。后来，这种在频率域进行插值的方法被扩展到小波

变换［He1994］。因为网格模型不象体数据是 3D 空间中的规则采样，上述频域插值的

方法不能直接适用于网格变形算法。 

 

在本文 DGP 框架下所有的几何信号都可以被分解到频率域，因此我们提出了一种

通过在频率域插值进行网格变形算法，被称为可调度的 Fourier 网格变形。该算法具有

以下优点： 

1) 尽管以球面为参数域，通过第二章介绍的切割方法，该算法能处理亏格非零的

模型。 

2) 能采用多分辨率的方法来进行特征对齐，大大提高了变形算法的效率。 

3) 能同时方便地支持拓扑合并和重采样。 

4) 支持频率域插值，提供了一条控制模型的细节和整体形状参与变形过程的途径。 

 

图 5.20 给出了该算法的流程。在详细介绍流程中的几个关键步骤之前，我们先引入

一些标志符号： 

 

下划线，上划线分别表示同属于两个模型的成员。 

MM , ：原始网格模型。 

,,, FEV FEV ,, ：顶点、边、面集合。 

SS, ： MM , 的球面参数化网格。 

SS VV )(,)( ： SS, 的顶点集合。 

 

球面参数化 特征对齐 频谱分解 频谱插值、重建 

 
图 5.20 可调度的 Fourier 网格变形算法 
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''
, SS ： SS, 经特征对齐以后生成的球面参数化网格。 

'*'*,MM ：完成拓扑合并以后得到的具有相同拓扑的模型。 

小写字母来表示特定的拓扑元素，如 e 表示 E 的某一条边。 

 

5.4.1 特征对齐 

网格变形算法通常需要由用户来指定模型之间的匹配特征。例如图 5.20 中

Mannequin 模型和 VenusHead 模型，我们希望模型 Mannequin 的眼部区域在变形过程中

能够对应于到 VenusHead 的眼部区域，这就需要在 Mannequin 的眼部和 VenusHead 眼部

指定特征点对。特征指定的过程与用户期望的在视觉效果上产生的渐变过程相关，而这

些特征在几何意义上没有必然的联系。 

 

我们用特征点对来描述模型之间的特征对应，并开发了相应的功能接口，方便用户

指定任意多对模型之间的相关特征。一旦完成人工介入的特征点选定过程，就得到了特

征点对的位置和相关信息。这些特征点的信息都存放在两个特征点集 FeatureFeature,

中。特征对齐算法描述如下： 

 

Step 1：转动其中一个模型的球面映射，最小化下面的目标函数： 

  
2

 
i

iid vvS ，其中 ii FeatureiFeaturei  , 。 

 

Step 2：计算所有特征点的理想位置： 

)(
iii vvNormalizep   

    即特征点对在球面上的中点位置。 Normalize表示规一化操作。 

 

Step 3：计算各个特征点与其理想位置之间的位移量 t 。对第 i 个特征点，移动其周

围半径为 d 的区域内所有顶点。每个顶点的位移大小随其距离第 i 个特征点

的距离增加而递减。位移公式为： 

   









dvxx

dvxvxdtxNormailize
x

i

ii

如果

如果))((
'  

 

Step 4：循环执行 Step 3。直至各个特征点的最大偏移量 t 在允许偏移范围之内。 

 

Step 5：检测经过特征对齐的球面参数化网格是否正确（例如有没有三角形翻转情

况），如果不正确，则在保持特征点球面位置不动的前提下，校正球面映射。 

 

在调用上述特征对齐算法前，我们在保持特征点不动的前提下通过网格简化算法生

成低分辨率网格模型及其球面参数化网格；然后对这些低分辨率网格模型的球面参数化

网格调用特征对齐算法；最后利用简化过程中记录下来的局部参数化信息，从对齐后的
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低分辨率模型的球面参数化网格恢复出高分辨率模型的球面参数化网格，显然这些球面

网格也是对齐的。由于低分辨率模型的顶点数目远远小于原始网格的顶点数目，这种方

法大大加速了特征对齐过程。 

 

事实上，上述特征对齐算法不仅用在网格变形算法，还适用于所有涉及到多个模型

的 DGP 应用，例如 5.2 节中的细节和纹理传输。 

 

5.4.2 拓扑合并 

拓扑合并的目的为参与变形的所有模型生成一致的拓扑连接。一般来说，合并两个

球面网格的拓扑连接要比合并一般网格模型的拓扑连接容易得多。与［Alexa2000］相

似，我们的拓扑合并算法也分为两步：求交和三角化。 

 

求交过程的目标是求得每个模型每条边上的按一定顺序排列的交点。三角化就是把

两个模型交叠生成的多边形三角化，这个过程比较简单，这里就不描述，有兴趣的读者

可以参考文献［鲍 2000，Alexa2000］。下面给出一个通过广度遍历模型的拓扑连接构成

的图的求交算法，其伪代码如下： 

 

选择模型M 的第一个顶点 v ； 

找到包含v 的面 f ，并将该面压入堆栈； 

找到所有以 v 为顶点的边，将其压入堆栈，标识该边已被访问过； 

 

while (堆栈非空) 

  取出堆栈栈顶元素：e 为栈顶的一条边； 21,vv 为的e 两个顶点； f 为在模型M 上包含 1v 的面； 

将 f 的所有边加入到候选列表中； 

while (候选列表非空) 

 e 为候选列表中的下一条边； 

 求 e 与e 之交点； 

 if (有交点) 

    记录交点信息：该交点是有哪两条边相交而成，以及相对于每条边的参数值； 

  将 e 中的相邻面中的另一个面赋值给 f ； 

  将 f 中除 e 之外的两条边，压入候选列表中； 

 end if 

end while 

 

f 为包含 2v 点的模型上的面，将 f 与以 2v 为起点的边压入堆栈； 

对边置已访问标识； 

end while 

 

// 利用模型 M 的拓扑信息，完成对模型 M 上的各条边的交点排序； 

for ( M 上的每一条边 e ) 

21,vv 是边e 的两个端点，求出 21,vv 在M 上的所在面； 
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利用M 的拓扑信息对 e 上的各交点进行排序； 

end for 

 

  事实上，我们的网格变形算法并不一定要进行拓扑求交，另一个选择就是重采样。

而且在球面上进行重采样是很方便的操作。 

 

5.4.3 频谱插值 

现有的网格变形算法在确定顶点路径时都是在空间域内进行插值，在本文 DGP 框

架下，通过在频率域内进行插值来控制顶点路径成为可能，这也是本章网格变形算法的

最大创新。 

与［Hughes1992］用在频率域内插值的体数据变形算法类似，我们也可以设计一个

和频段相关的插值函数。设 0M 和 1M 分别为源模型和目标模型，其频谱分别为 ),(0 mlf 和

),(1 mlf ， 10  t 为 变 形 程 度 ， 则 我 们 希 望 构 造 插 值 函 数 ),,(0 tmlS 和

),,(1),,( 01 tmlStmlS  ，对应域变形程度 t 的中间模型的频谱 ),( mlf t 为： 

),(),,(),(),,(),( 1100 mlftmlSmlftmlSmlf t   

最简单的插值函数为： 

ttmlS 1),,(0  

ttmlS ),,(1  

这种插值方式就等同于空间域内的线性插值。 

 

在体数据变形中为了减少数据的噪声对变形动画效果的影响，通常先把源数据的高

频噪声逐步消除掉，然后源数据的低频慢慢变形为目标数据的低频，最后目标数据的高

频被加回来。同样的想法也可以推广到网格数据，为此我们设计了如下的插值函数： 

 

22 mlK   

W

K

W

t
BWtmla 


 )

1
))(1(2(),,(  

))0.1),,,(min(,0max(),,(0 tmlatmlS   

),,(1),,( 01 tmlStmlS   

 

其中参数W 决定插值函数的形状。显然，W 较大时，低频率成分在高频成分消失以前

就开始参与插值过程，这样模型的整体形状在表面细节消失前就开始发生变形；W 较小

时，在低频成分参与插值过程前，大部分高频（甚至中频）成分就消失了，这样模型的

整体形状一直保持不变知道它的表面细节几乎消失，然后模型的整体形状变形为目标模

型的整体形状，最后目标模型的高频才出现。 

 

  当然，我们还可以根据应用需求设计更复杂的与频谱相关的插值函数，这里就不详

细讨论了。 



浙江大学博士学位论文 

74 

5.4.4 实验结果 

  图 5.21 给出了 Mannequin 模型变形到 Venushead 模型的过程，我们在两个模型间的

指定了 18 对特征点，并且直接在空间域插值。图 5.22 和图 5.23 给出了 Cow 模型头部

变形为 Feline 模型头部的过程，共指定了 27 对特征点，采用频率域插值的方法，采样

率为 256256。图 5.22 的插值参数W 为 2048，而图 5.23 为 64，注意到在相同的变形程

度 t 下两种方法生成结果的不同。 

 

5.5 小结 

本章介绍了几个在本文 DGP 框架实现的典型 DGP 应用，包括滤波和增强、细节和

纹理传输、多分辨率编辑以及可调度的 Fourier 网格变形，并给出了很多实验结果说明

了算法的强壮性。特别地，本章算法具有如下优点： 

 

1) 由于本文 DGP 框架能真正把几何信号变换到 Fourier 频率域，因此该框架支持

各种传统的滤波器设计方法；与前人的磨光算法相比，本章的理想低通滤波器

能生成更光滑的模型，并取得和图像滤波类比的效果；基于球面上函数卷积的

精确定义和快速计算方法，本章第一次显示实现了对几何信号的卷积操作；基

于 DGP 框架对各种几何信号的统一处理，本章还第一次给出了对颜色和法向量

信号进行处理的实验结果。 

2) 本章的信号增强算法能根据用户需要生成很多有应用价值的模型，对颜色信号

的增强能较好地满足表面纹理合成算法的需要。 

3) 在本章多分辨率编辑算法中，所有的计算都在频率域进行，而编辑操作和最后

 

t = 0 t = 0.125 t = 0.25 t = 0.325 

t = 0.5 t = 0.625 t = 0.75 t = 1 
 

图 5.21 Mannequin 模型变形为 Venushead 模型，空间域插值。 
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结果都回到空间域，这充分体现了信号在空间域和频率域之间的自由切换。与

前人的多分辨率算法比较，我们的算法避免了繁琐的局部坐标系和相邻分辨率

模型间的细节差计算。 

4) 通过在 Fourier 频率域插值，我们的网格变形算法能对不同的频率段采用不同的

插值函数。另外多分辨率特征对齐方法大大提高了变形算法的效率。 
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t = 0 t = 0.18 t = 0.37 

t = 0.63 t = 0.81 t = 1 
 

图 5.22 Cow 头部模型变形为 Feline 头部模型，频率域插值，W 为 2048。 

 

t = 0 t = 0.18 t = 0.37 

t = 0.63 t = 0.81 t = 1 
 

图 5.23 Cow 头部模型变形为 Feline 头部模型，频率域插值，W 为 64。 
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第六章 几何信号压缩 

 

随着计算机图形学应用范围的日益扩大，人们对计算机图形的合成质量也提出了新

的要求。要合成高质量的画面，往往需要要足够精细的几何模型，这就导致三维场景的

数据和复杂性急剧增长。三维扫描技术的发展进一步推动了这一趋势。另一方面，随着

网络图形的发展，越来越多的应用需要通过网络，尤其是 Internet 存取异地服务器中的

三维几何数据。这使得本已有限的网络带宽变得更为紧张。如何实时有效地处理这些日

益增多的三维几何数据成为计算机图形学研究领域的一个重大问题。 

 

研究者们提出了很多方法来解决上述问题，最为大家熟悉的技术有基于图像的建模

和绘制（Image Based Modeling and Rendering）、多细节层次（Levels of Detail）和几何

压缩（Geometry Compression）。其中几何压缩作为一种压缩几何数据、减少 CPU 和图

形卡之间的数据传输以及降低几何数据对网络传输带宽的要求的重要技术引起了很多

学者的关注。大多数现有的几何压缩算法都侧重压缩多边形网格的拓扑连接信息，而压

缩网格模型属性信息（如法向量、颜色等）的算法则比较少。 

 

本章介绍一种高效率的专用于压缩网格模型属性信息的算法，被称为几何信号压

缩。该算法通过把任意网格参数化到平面方形区域，网格模型的所有属性都被正规采样

为类似于图像的信号；然后采用图像压缩标准 JPEG2000 来压缩这些信号。需要指出来

的是，尽管在前面章节介绍的 DGP 框架下通过球面小波也可以得到较好的信号压缩算

法，但我们的目标是尽可能采用工业界比较成熟的数据压缩标准，而选择平面参数化就

可以采用标准图像压缩算法。而且本章的平面参数化算法和采样方法都可以通过对前面

章节介绍的球面参数化算法和采样策略做较少的修改得到。 

 

本章第一节简单回顾几何压缩的相关工作；第二节概述几何信号压缩框架；第三节

介绍压缩框架中的一些关键技术，包括平面参数化、采样和误差度量以及 JPEG2000；

第四节给出实验结果；最后是本章小结。 

 

6.1 相关工作 

1995 年，Deering 最先提出了一种几何压缩算法［Deering1995］。该算法通过一个

网格顶点缓存器来存储 16 个最近使用过的顶点数据，然后通过重用缓存器中的顶点来

减少需要传输的顶点数据。此后人们提出了大量几何压缩算法，［刘 2001］对现有算法

进行了详细的分类描述。这里我们把这些算法分为两类，一类是基于顶点遍历和预测，
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另一类则基于几何信号处理。 

 

基于顶点遍历和预测的算法又分为非渐进压缩［Alliez2001a，Bajaj1999a，

Deering1995，Gumhold1998，Li1998，Rossignac1999，Taubin1998a，Touma1998］和渐

进压缩［Alliez2001b，Bajaj1999b，Cohen1999，Hoppe1996，Taubin1998b］两种。所谓

渐进压缩就是先传输一个简化的几何模型，然后逐渐地把几何细节传输过去，直至整个

几何模型全部传输完毕。渐进压缩方法能使接收端在数据传输过程中很快地接收到一个

简单的模型，进行显示和交互，而不需要长久等待。此后随着细节传输的增加，接收到

的模型越来越逼近原始模型。因此渐进压缩方法特别适合于大数据量的几何模型。大部

分这类算法都集中在压缩拓扑连接信息，顶点位置和其它属性信息通过拓扑编码决定的

顶点遍历顺序进行预测编码压缩。因此几何信息的编码是由拓扑连接信息的编码驱动

的，不可能达到最优。目前拓扑信息的压缩率已经达到了极限，最好的非渐进压缩算法

能达到 2-6 bits/vertex 的比特率［Touma1998］。因此几何压缩的瓶颈集中在属性信息压

缩，特别是法向量和颜色信息的压缩。 

 

第一章绪论中介绍现有 DGP 算法及其应用时已经提到了三种几何压缩算法

［Karni2000，Khodakovsky2000，Gu2002］。［Karni2000］基于［Taubin1995］推广到三

维网格的 DFT，本质上是 Fourier 变量域上的压缩；［Khodakovsky2000］基于子分小波，

需要对输入网格模型进行子分采样；［Gu2002］则把任意网格参数化到平面区域，然后

采用图像压缩的小波算法。三种算法中，只有［Gu2002］给出了对法向量压缩的实验结

果。从压缩效果和算法实现上来说［Gu2002］都是目前最好的方法。 

 

6.2 几何信号压缩框架 

本章假设所处理的网格模型都和圆盘（Disk）同构，这样的网格就可以被参数化到

平面区域。如果网格模型不和圆盘同构，用户需要交互地把它切割成一片或多片与圆盘

同构的子网格，每片子网格单独压缩，在解压端再把它们合并起来。 

 

如图 6.1 所示，我们的几何信号压缩框架由下面几部分组成： 

 

1) 平面参数化：输入网格 M 被参数化到平面方形区域，得到一个与 M 同构的平

面网格D，原来定义在M 表面上的几何信号 MF 被转换为二维平面信号 DF 。 

2) 采样：二维平面信号 DF 被自适应采样成规则信号 UF ，采样率由用户指定的误

差精度控制。 

3) JPEG2000 编码和解码：JPEG2000 编码器被用来压缩规则信号 UF ，而压缩数据

可以被解码成另一规则信号 '

UF 。 

4) 几何信号重建：通过线性插值和参数化逆映射从解压信号 '

UF 和平面参数化网格

D中重建出新的几何信号 '

MF 。 
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图 6.1 统一的几何信号压缩框架 

 

事实上，本文几何信号压缩方法和［Gu2002］几乎是同时提出来的。［Gu2002］的

最大创新是把任意网格自动切割成单独一片，而我们的方法需要用户交互切割；当然他

们的切割方法可以很方便地集成到本文算法中来。另一方面，本文算法中的累进参数化

方法的效率比［Gu2002］的参数化方法高，而且通过自适应采样技术可以处理参数化不

均匀的情况。当然这种参数化方法和自适应采样方法也可以被［Gu2002］采用。 

 

  另外要指出的是，上述信号压缩框架和［Gu2002］算法一样，如果希望重建回来的

模型具有和原模型相同的拓扑连接，压缩端和解压端都必须知道参数化网格的信息。由

于参数化网格是从原模型（拓扑连接和顶点位置）构造出来的，如果原模型的顶点位置

数据包含在压缩数据中，这就会形成了一个循环。解决这个问题有两种方法，一种是直

接把参数化网格D提供给解压端，即对参数化网格D用传统的几何压缩方法压缩；另一

种方法是用传统的几何压缩方法来压缩原模型的拓扑连接和顶点位置，用上述信号压缩

框架来压缩其他属性。本章采用第一种方法，采用 TG 算法［Touma1998］来压缩平面

参数化网格D。 

 

6.3 算法实现 

6.3.1 累进的平面参数化算法 

  如图 6.2 所示，与第三章介绍的累进球面参数化算法相似，我们的累进平面参数化

算法也由两步构成： 

3) 生成带有局部参数化信息的累进网格表示。循环地执行边折叠简化操作，直到

当前简化网格只包含 1 个内部顶点和 4 个边界顶点（图 6.2 中的 0M ），这个简

化网格被称为基网格。对每次边折叠简化操作，被删除的两个顶点被分别局部

参数化到该边折叠操作生成的简化网格表面上。这些局部参数化信息被记录在
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累进网格表示的相应顶点分裂操作中。 

4) 采用调和映射技术［Eck1995］把基网格映射到平面单位矩形区域，得到初始平

面参数化网格 0D 。从 0D 开始，以逆序累进地执行记录在累进网格表示中的顶

点分裂操作。对每次顶点分裂操作，使用局部参数化信息把两个分裂出来的顶

点放置在平面单位矩形区域内。当所有的顶点分裂操作执行完毕，原始网格的

平面参数化网格D就生成了。 

 

这里网格简化算法和局部参数化算法都与第三章介绍的方法相同，而且还可以采用

［Sander2001］的方法来减小生成的平面参数化网格的伸缩变形程度。 

 

图 6.3 给出了 Mannequin 模型的平面参数化网格。图 6.4 中的 Bunny 模型被切割成

两部分，每部分被单独参数化处理。 

6.3.2 采样和误差度量 

定义在平面参数化网格D上的几何信号 DF 是非规则采样的，为了能采用标准图像

压缩算法来压缩 DF ，必须把 DF  采样一规则信号 UF 。因此，在满足用户指定的精度要

求下，我们需要确定最小采样率。和第二章中决定球面信号的采样率一样，这里也采用

逐步增加采样率的方法。下面我们先描述不同种类几何信号的误差度量方法，然后介绍

自适应采样方法。在同样的精度要求下，自适应采样方法需要的采样率远小于均匀采样

方法。 

 

6.3.2.1 误差度量 

 

误差度量对有损压缩算法来是很重要的。因为网格的属性各不相同，有必要为不同
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的属性定义不同的度量标准。设 DF 是定义在参数化网格上的信号， '

DF 是解压缩得到的

信号，下面给出顶点位置坐标、颜色和法向量三种属性的误差度量方法。 

对顶点位置坐标来说，METRO［Cignoni1998］是一个比较好的工具，很多压缩算

法使用它来计算误差，我们也采用这种方法。 

对顶点法向量，我们采用不同法向量之间的夹角作为误差度量： 

 

||

))()((arccos

)(

'2

D

inin

normale
DVi






  

 

其中 )(in 和 )(' in 分别表示 DF 和 '

DF 中第 i 个顶点的法向量值。 

对 RGB 颜色属性，误差度量被定义为标准强度 BGRY 11.059.03.0  的信号噪声

比 PSNR： 
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 ，

||
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



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其中 )(iY 和 )(' iY 分别表示 DF 和 '

DF 中第 i 个顶点的Y 值。 

 

6.3.2.2 自适应采样 

 

和一些模型的球面参数化不均匀一样，某些模型的平面参数化也很不均匀，例如图

6.4(c)所示 Bunny 模型的参数化网格在耳朵区域就很不均匀。如果采用图 6.5(a)所示的均

匀采样方法，为了满足用户给定的误差精度，可能需要很高的采样率。高采样率会带来

大量的数据，从而影响压缩效率。和第四章介绍的自适应采样策略类似，我们也可以为
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不均匀的平面参数化设计更好的采样策略。我们可以用图 6.5(b)所示的采样点分布来采

样图 6.4(c)中参数化域上的信号。图 6.5(c)是从均匀采样数据重建出来的信号，图 6.5(d)

是从自适应采样数据重建出来的信号，前者的采样率为 512512 ，后者的采样率为

480480 。注意到 6.4(c)中模型没有 6.5(d)精细，特别是在耳朵区域 6.5(d)包含了更多的

细节。也就是说，自适应采样方法能以较小的采样率得到误差较小的信号。 

 

在给定的采样精度下，我们的自适应采样方法首先均匀等分单位矩形区域，并用这

些采样点构成规则网格U（图 6.5(a)）。然后通过下面的松弛算子重新分布网格U 的每个

顶点 }{i 的位置 ip ，使其顶点分布密度和参数化网格D相同： 


 




})({

})({}{

)(
)(

1

iNj

jj

iNj

j

new

i ppR
pR

p  

其中 )(/)()( '

1 jUjj pDpDpR  ， )()('1 jDj pDpD  。一旦顶点 }{i 的位置被更新， )('1 ipD 和

}))({)(( iNjpD jU  也要做相应的更新。 

当松弛过程结束，就可以通过线性插值计算出定义在网格U （图 6.5(b)）上的信号

UF 。尽管此时U 中的顶点不是规则分布，但U 的拓扑连接是规则的，因此我们可以把 UF

当作逻辑上规则的信号，JPEG2000 就可以被用来压缩这样的信号。 

 

6.3.3 JPEG2000 编码器和解码器 

所有的图像压缩算法都可以被用来压缩规则几何信号 UF 。因此本文的几何信号压

缩框架可以很方便地集成到各种图像压缩标准中，如 JPEG，JPEG2000，MPEG2 和

(c)均匀采样重建模型 (d)自适应采样重建模型 

(a)均匀采样网格 (b)自适应采样网格 

图 6.5 自适应采样策略 
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MPEG4。在目前的实现中，我们采用 JPEG2000。 

作为最新的图像压缩标准，JPEG2000 标准利用了很多新技术，能很好地满足很多尖

端新兴应用的需求。其中最有前景的应用市场包括因特网、彩色传真、遥感、汽车应用、

数码图书馆和电子商务等。总的来说，JPEG2000 包括如下特性：优越的低码率性能、

连续色调和二值图像的压缩、无损和有损压缩、依靠像素精度和分辨率的渐进传输、随

机代码流的读取和操作、对位错误的容错性、开放的结构以及实时编码。 

 

图 6.6 给出了 JPEG2000 的编码和解码的流程。JPEG2000 也是基于变换的编码算法，

并且以图像块（Image Tiles）为工作单位。编码过程首先对图像块进行离散小波变换，

变换生成的小波系数在输出成代码流之前被量化和熵编码。解码器正好与编码器相反。

代码流首先被熵解码，反量化并进行离散小波逆变换，输出结果就是解压的图像数据。

值得一提的是，不同于其他的编码策略，JPEG2000 既可以进行无损压缩，也可以进行

有损压缩，这依赖于所用的小波转换和量化的技术。 

 

6.4 实验结果 

我们用 Visual C++实现了上述几何信号压缩框架，并测试了几个典型模型的不同属

性。其中 Bunny、Horse 和 VenusHead 模型被切割成两部分，每部分单独处理，在解压

缩端再合并起来。表 6.1 给出了实验结果的数据统计。参数化网格采用 Virtue 公司

（www.virtue3d.com）的商业化软件来压缩，该软件实现了 TG 算法［Touma1998］。因

为参数坐标对压缩误差没有影响，我们采用9-12 bits量化。颜色信号采用8 bits量化（RGB

合起来就是 24 bits），其它信号采用 16 bits 量化。表中给出的位置坐标误差是相对于模

型包围盒对角线的，并放大了 10000 倍。 

 

图 6.7，6.8，6.9 和 6.10 分别为 Venus、Mannequin，Horse 和 Bunny 模型的顶点位

置坐标信号的压缩结果。图 6.11 和 6.12 是 Bunny 模型的不同颜色属性的压缩结果。图

6.11 中的颜色模型是采用表面纹理合成算法［Turk2001］生成的，而图 6.12 中的模型是

通过 Phong 光照模型绘制生成的。图 6.13 和 6.14 是 Bunny 和 VenusHead 模型法向量属

性的压缩结果。所有图中的（a）是原始模型，（b）（c）（c）对应不同比特率的压缩结

果。注意到（b）和（a）看上去几乎一样，而（c）保留了（a）的大部分特征。 
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表 6.1 几何信号压缩数据统计 

 

模型 
顶点

数目 

 

属性 

 

采样率 
采样

误差 

比特率／误差 参数网格 

(b) (c) (d) 量化 比特率 

Venus 2793 位置 256
2
 3.0 16.72/5.5 9.09/9.3 4.40/22.3 9 11.15 

Mann. 6769 位置 512
2
 2.1 14.74/4.0 7.38/7.1 3.63/14.4 10 9.32 

Horse 20002 位置 640
2
 1.7 11.26/3.6 4.59/7.8 1.74/18.7 10 17.04 

 

 

Bunny 

 

 

25120 

位置  

 

480
2
 

1.9 9.40/3.3 3.88/6.0 1.15/20.9  

 

12 

 

 

16.37 
合成颜色 73.74 16.11/70.33 5.09/60.06 1.24/62.67 

绘制颜色 89.18 5.28/85.77 1.66/80.01 0.32/69.88 

法向量 0.015 7.34/0.033 2.64/0.060 0.91/0.105 

VenusH. 50000 法向量 512
2
 0.029 23.42/0.054 7.78/0.098 1.47/0.219 12 14.33 

 

 

对顶点位置坐标信号，我们的压缩算法在比特率为 11 bits/vertex 时几乎没有视觉损

失，在 2 bits/vertex 时有较小的损失。对法向量信号，Bunny 模型的比特率要比 VenusHead

模型小得多，这是因为 VenusHead 模型的表面细节比 Bunny 模型多。对颜色信号来说，

就象图像压缩一样，颜色的丰富程度和在模型表面的分布情况会大大影响压缩率。这就

是为什么图 6.12 中的绘制颜色的压缩率比图 6.11 中的纹理合成颜色要高得多的原因。 

 

6.5 小结 

本章描述了一种能统一处理所有网格属性的有损压缩算法。通过累进的平面参数化

算法，网格的所有属性被转换为平面参数化网格上的二维信号，然后一种自适应采样算

法把这种二维信号采样为规则信号，最后 JPEG2000 被用来压缩这种规则信号。与传统

的几何压缩算法相比，本文算法具有如下优越性：（1）所有网格属性的一致压缩；（2）

比特率和失真的较好折衷；（3）容易与现有压缩标准集成。 
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(a) (b) (c) (d) 

图 6.7 Venus 模型的顶点位置坐标压缩。(b)(c)(d)的比特率分别

为 16.72, 9.09, 4.40 bits/vertex。 

(

(a) 

(

(b) 

(

(c) 

(

(d) 

图 6.8 Mannequin 模型的顶点位置坐标压缩。(b)(c)(d)的比特率

分别为 14.76, 7.38, 3.63 bits/vertex。 

(a) (b) (d) (c) 

图 6.9 Horse 模型的顶点位置坐标压缩。(b)(c)(d)的比特率分别

为 11.26, 4.59, 1.74 bits/vertex。 

(a) (b) (c) (d) 

图 6.10 Bunny 模型的顶点位置坐标压缩。(b)(c)(d)的比特率分

别为 9.40, 3.88, 1.15 bits/vertex。 
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图 6.11 Bunny 模型的纹理合成颜色属性压缩。(b)(c)(d)的比特

率分别为 16.11, 5.09, 1.24 bits/vertex。 

(a) (b) (c) (d) 

图 6.12 Bunny 模型的绘制颜色属性压缩。(b)(c)(d)的比特率分

别为 5.28, 1.66, 0.32 bits/vertex。 

(a) (b) (c) (d) 

图 6.13 Bunny 模型的法向量属性压缩。(b)(c)(d)的比特率分别

为 7.34, 2.64, 0.91 bits/vertex。 

(

(a) 

(

(b) 

(

(c) 

(

(d) 

图 6.14 VenusHead 模型的法向量属性压缩。(b)(c)(d)的比特率

分别为 23.42, 7.78, 1.47 bits/vertex。 

(

(a) 

(

(b) (c) (d) 
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第七章 结束语 

 

综上所述，针对数字几何处理的最大难点—任意网格表面的复杂性，本文提出的统

一的几何信号处理框架通过球面参数化把原来定义在任意网格表面的几何信号转换到

单位球面上，这样球面上的正交分析工具（如球面调和分析和球面小波）就可以被用来

分析这些几何信号。该框架不仅具有一定的理论意义和学术价值，而且能构成大多数数

字几何处理应用的基础，具有广泛的应用前景。 

本文框架中的两个核心技术—球面参数化算法和自适应采样方法，分别较好地解决

了 DGP 中的两个关键问题—参数化和采样。通过结合累进网格技术和局部参数化技术，

我们的参数化算法巧妙地把全局球面参数化问题转换为局部问题，从而能快速、稳定地

为任意网格构造同构的球面网格。大量的实验结果证明我们的参数化算法是目前最快、

最强壮的球面参数化算法。为了克服不均匀参数化引起的几何信号频谱能量迁移问题，

我们通过引入顶点入度分布均匀的球面网格和以顶点分布密度为目标的松弛迭代算法

对参数化得到球面信号进行自适应采样，从而得到具有和原信号相近频谱的球面信号。 

为了说明本文 DGP 框架的通用性和实用性，本文还介绍了一些典型 DGP 应用的实

现方法，包括滤波与增强、细节与纹理传输、多分辨率信号编辑、网格变形以及几何信

号压缩，并给出了大量的实验结果。值得一提的是，在各种 DGP 算法中，本文首次给

出了对各种几何信号（包括顶点位置坐标、颜色和法向量）进行处理的实验结果。 

 

尽管本文给出了一个统一的 DGP 框架，DGP 还是一个新兴的研究方向，还处于百

家争鸣的阶段。与数字图像处理比起来，DGP 还有很多问题有待进一步研究，还无法制

订象数字图像处理那样完善的工业标准。下面从理论和应用两个方面介绍我们对本文

DGP 框架下将来研究工作的一些设想。 

 

7.1 理论研究 

不难想象，理论方面的研究主要是围绕三个方向进行：参数化、采样和新的球面信

号分析工具。 

均匀参数化永远是 DGP 算法追求的目标。对形状复杂的模型来说，我们现有的球

面参数化算法生成的球面网格是非常不均匀的，尽管通过改进拓扑连接能得到一些改

善，但这种拓扑连接改进的效果到底能达到什么程度以及如何进行高效的改进都是重要

的研究方向。 

我们目前的自适应采样策略是通过以顶点分布密度为目标的循环迭代来实现的，这
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种方法的收敛速度很慢，通常需要循环 100 次以上。最近，［Desbrun2002］提出了一种

基于图像处理中半色调技术的几何重采样算法，能保证在给定的采样率下最精确地采样

几何信号。目前我们正在考虑如何把该算法集成到本文 DGP 框架中。 

第二章中已经提到了球面小波也是一种高效率的球面信号分析工具，在本文 DGP

框架下实现该分析工具也是我们目前正在进行的工作。 

 

7.2 应用研究 

在应用方面，我们的想法是尽可能地把数字图像处理中的各种应用都移植到 DGP

中。表 7.1 给出了一些典型的图像处理应用及其对应的 DGP 应用，标记*表示已经在本

文 DGP 框架下实现了的应用。 

 

 

表 7.1 数字几何处理应用 

数字图像处理 数字几何处理 

图像滤波 几何信号滤波* 

图像压缩 几何信号压缩* 

图像变形 网格变形* 

图像纹理合成 三维表面纹理合成 

图像水印 几何信号水印 

图像查询、检索 三维数据查询、检索 

 

 

在几何信号水印方向，我们通过把基于小波的图像水印技术推广到几何信号，已经

取得了一些初步研究成果，具体可以参考文献［周昕 2002］。对三维表面纹理合成，我

们的基本想法是通过在球面上合成各种纹理生成一个球面纹理库，借助这个纹理库和任

意网格模型的球面参数化技术可以快速地在三维表面合成纹理。三维数据的查询和检索

涉及到一些人工智能领域的技术，目前国际上还在探索阶段。本文 DGP 框架只是提供

了一条在信号频率域进行处理的途径，具体的方法还有待进一步研究。 
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附录 1: 演示动画文件说明 

00BunnySphere.gif   Bunny 模型的球面参数化过程。 

01BunnyFiltering.gif   Bunny 模型的顶点位置坐标的滤波过程。 

02BunnyColorFiltering.gif Bunny 模型的颜色属性的滤波过程。 

03VenusHeadFiltering.gif  VenusHead 模型的顶点位置坐标的滤波过程。 

04PlanckSmooth.gif   Planck 模型的光顺过程。 

05DinoSmooth.gif   Dino 模型的光顺过程。 

06FelineSmooth.gif   Feline 模型的光顺过程。 

07HorseSmooth.gif   Horse 模型的光顺过程。 

08BunnyConv.gif   Bunny 模型的高斯卷积滤波过程。 

09CatEditing.gif    Cat 模型的多分辨率编辑过程。 

10PlanckEditing.gif   Planck 模型的多分辨率编辑过程。 

11MannequinMorph.gif  Mannequin 模型变形到 VenusHead 模型的过程。 

12Cow2Feline1.gif  Cow 模型的头部变形到 Feline 模型的头部过程，参数 W 为

64。 

13Cow2Feline2.gif  Cow 模型的头部变形到 Feline 模型的头部过程，参数 W 为

2048。
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附录 2: 撰写论文 
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